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Resumo 

A modulação de fase contínua (CPM) é uma modulação ideal para operar em sistemas que utilizam 

amplificação não linear, ainda incontornável nos sistemas sem fios, uma vez que consegue alcançar 

eficiências de banda elevadas sem os graves inconvenientes duma flutuação de envolvente. Nesta tese 

propõe-se um receptor para CPM de complexidade muito reduzida, operando com um hardware e um 

processamento digital de sinal elementares. A redução de complexidade conseguida resulta de uma 

intervenção sobre o receptor óptimo em três etapas do processo de detecção. 

Inicialmente substitui-se o banco de filtros adaptados por uma sistema de projecção num espaço de 

sinais linear e ortogonal de menor dimensão. O espaço escolhido é o gerado por um número muito 

reduzido de funções de Walsh. As propriedades destas funções permitem reduzir o hardware deste 

bloco a apenas dois integradores em modo de sobre-amostragem e um acumulador. Em seguida as 

métricas obtêm-se através de uma multiplicação matricial num processador. 

A segunda simplificação é feita na obtenção do conjunto de métricas para cada símbolo de canal 

recebido. Desenvolveu-se um algoritmo e uma estrutura de dados que, mantendo armazenadas apenas 

1/8 das transições de fase, permitem derivar todas as métricas calculando apenas 1/4 delas. O método é 

válido para uma subclasse de esquemas CPM (que engloba os mais atraentes) cujos sinais de transição 

de fase observam certas simetrias. Estas simetrias são transpostas para um relacionamento entre 

posições da tabela de métricas em cada símbolo. 

Por fim, a detecção de sequências por máxima verosimilhança é feita com uma redução do número 

de caminhos a propagar no algoritmo de máxima verosimilhança. 

O desempenho do receptor sub-óptimo foi estudado usando vários esquemas CPM M-ários de 

resposta total, corrompidos por ruído branco gaussiano e desvanecimento rápido uniforme. 

Apresentam-se duas soluções de esquemas CPM óptimos e os respectivos receptores sub-óptimos 

para uso em receptores móveis. 

Palavras chave 

Modulação de fase contínua; 

Receptor sub-óptimo; redução de hardware; 

Espaço de Walsh; derivação de métricas; redução de estados; 

Desvanecimento rápido uniforme. 
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Abstract 

Continuous phase modulation (CPM) is ideal to implement on systems having non-linear 

amplifiers, which are still unavoidable in wireless systems, since it can achieve high spectral and 

power efficiencies with no envelope variations drawbacks. In this thesis it is proposed a CPM receiver 

having a very small complexity, operating over elementary hardware and digital signal processing. 

The accomplishment in complexity reduction results from an intervention on the optimum receiver on 

three stages of the detection process. 

Initially, the bench of matched filters is replaced by a system of projections in a signal space of 

fewer dimensions. The chosen space results from the spanning of very few Walsh functions. The 

properties of these functions allow the reduction of the front-end hardware to just two integrators in 

over-sampling mode and an accumulation register. Afterwards, a processor calculates metrics 

numerically using matrixes. 

The second simplification is made on the metrics calculation block for each channel symbol. It is 

presented a new algorithm and a data structure that, jointly, consent to obtain all the metrics keeping in 

memory only 1/8 of the phase transitions, and allow to obtain their total number from just 1/4 of the 

metrics. The method is valid for a subclass of CPM schemes (which comprehend the best ones), where 

phase transitions have certain symmetry relations. These symmetries are translated to relations 

between positions of a metrics table. 

Finally, maximum likelihood sequences detection is made reducing the number of paths to be 

propagated by the maximum likelihood algorithm. 

The performance of the proposed sub-optimum receiver is studied using several M-ary full 

response CPM schemes, corrupted by additive white gaussian noise and flat fast fading. 

Two solutions of optimum CPM schemes and their respective sub-optimum receivers for mobile 

communications are presented. 

Key words 

Continuous Phase Modulation; 

Sub-optimum receiver; hardware reduction; 

Walsh space; metrics derivation; reduced states; 

Flat fast fading. 
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“Quase sinto vergonha, caríssimo Pedro Giles, por vos enviar este livro sobre a 

República Utopiana com o atraso de um ano, quando o esperáveis dentro de um mês e 

meio. E com razão. (...) 

Contudo, para me dedicar à realização deste pequeno trabalho, os meus outros 

cuidados e preocupações roubavam-me todo o tempo livre. E, como consagro 

diariamente o meu tempo a assuntos de leis - quer advogando, ouvindo, arbitrando 

disputas, ou exercendo o papel de juiz, e tendo para isso que longamente reflectir as 

sentenças e conselhos - ou andando de um lado para o outro a visitar amigos ou a 

tratar de assuntos particulares, em resumo, passando o dia fora com os outros e o 

pouco que dele me resta, em casa, com os amigos, tempo algum me sobra, no fim do 

dia, para mim próprio, isto é, para o meu livro. (...) 

Para mais, um homem sábio e prudente deve ordenar as suas coisas e dispor da sua 

pessoa de modo a que sempre pareça alegre, amável e jovial no trato com aqueles que 

a natureza, o acaso ou a sua escolha lhe deram como amigos e companheiros da sua 

vida. (...) Assim, entre as preocupações que referi se me escapa o tempo, os dias, os 

meses, os anos. 

Perguntareis quando escrevo, então? E nem sequer me referi ao tempo de sono, e às 

refeições, em que muitos perdem tempo igual ao que dedicam ao sono, ocasiões em que 

se desperdiça metade do tempo de vida de um homem. Por isso, apenas consigo para 

escrever o pouco que roubo ao sono e à comida. Nesses breves intervalos, acabei 

finalmente por concluir a Utopia, e envio-vo-la, caro Pedro, para que a leais e a  

pesquiseis, a fim de que, se algo me tiver escapado, mo aponteis. (...)” 

 (Thomas More a Pedro Giles, in Prefácio de “Utopia”, 1516) 
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Lista de símbolos 

 xxxiii 

i Vector de métricas das transições no i-ésimo símbolo 
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mesmo que )(2
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 Módulo do expoente de uma BER expressa na base 10 

2

x  Variância da VA X 

2

n  Variância do ruído (potência do ruído, assumindo ergodicidade) 
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n Fase da n-ésima onda monocromática relativamente a uma referência 

0 Fase inicial de um sinal CPM 

0
~  Fase inicial de um sinal CPM na forma de Rimoldi 
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),( γt  Evolução da fase associada à transmissão de γ  

),( it    Derivada da fase (frequência instantânea) no i-ésimo intervalo 

),(~ γt  Fase de Rimoldi (tilted phase) 
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n Ângulo vertical de chegada do n-ésimo raio ao receptor 

(t) Fase instantânea do desvanecimento 

i i-ésimo vector de uma base de um espaço vectorial  

i(t) i-ésimo sinal da base de um espaço de sinais  

n(t) Função auxiliar na construção dos impulsos de Laurent 

c Frequência angular da portadora no emissor 

n Frequência angular do desvio Doppler do n-ésimo raio 

 

Símbolos matemáticos e notações 

Apenas se referem aqueles que não têm uma convenção consensual. 

 

arg () Argumento dum número complexo ou ângulo dum estado Si 

 Valor esperado de uma VA 

I0 Função de Bessel modificada de ordem zero 

Im{} Parte imaginária de um complexo 

Im Matriz identidade de dimensão mm 

J0() Função de Bessel de primeira espécie de ordem zero 

Re{} Parte real de um complexo 

rect(t) Função rectângulo de integral unitário 

sgn() Função sinal do argumento 

TF [] Transformada de Fourier 

TW [] Transformada discreta de Walsh 

x̂ (t) Transformada de Hilbert do sinal x(t) 

x  Média de x 

 x  Menor inteiro maior que x 

 () Delta de Dirac 

ij Símbolo de Kronecker 

u,v Produto interno dos vectores u e v 



 xxxvi 

α  Sequência cujos elementos são o complemento para 2 dos de α . A mesma 

notação é válida para os elementos de uma matriz, e.g, 1kW  

 Convolução 

 Soma módulo 2 (XOR boleano) 

 Conjunto dos números reais 

 Conjunto dos números naturais ({0}) 

 Conjunto dos números inteiros ( = - = –{0}+) 

 

Comentários 

 O negrito é usado na representação de vectores, sequências e palavras de código (de blocos). Uma 

vez que todos estes conceitos são representáveis por sequências de elementos, decidiu-se usar a 

mesma notação e não introduzir mais diversidade na mesma. 

 Apesar da letra n estar atribuída, ela é usada em vários contextos como uma variável auxiliar  . 

 Apesar da letra C estar atribuída, ela surge na Secção 2.2.2 com o significado de uma constante. 

 Embora atribuída a erros associados a variáveis aleatórias, a letra  é também usada na definição de 

intervalos auxiliares no Anexo H. 

 A notação para um símbolo detectado coincide com a notação para a TH de um sinal. Dada a 

separação entre os objectos de aplicação, supõe-se que a distinção contextual não gerará confusões. 

 A notação de α  e x  coincidem. A justificação do ponto anterior é a também aqui válida. 

 As métricas i são também identificadas por )(2

i bd , sendo a grandeza a mesma. A redundância foi 

inserida de forma a apresentar o algoritmo de detecção de sequências de uma forma independente 

da natureza das métricas. 

 A definição dos conjuntos inteiros e naturais usada é a mais comum na literatura de Análise de 

Sinais e na de Matemática. Outros autores em Matemática usam definições diferentes (ver e.g. 

[Cara98]), que resultam sempre da consideração ou não do zero como um natural. 

 Usaram-se as siglas associadas às denominações em língua inglesa devido ao seu uso corrente e 

internacional. A única sigla não existente na literatura é a MCC (metric computation cell). 

 Apesar de serem letras maiúsculas, as energias de bit e de símbolo referem-se a unidades lineares, 

se não houver indicação das unidades. 
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 As siglas são todas em maiúsculas à excepção das abreviaturas “fdp” (função densidade de 

probabilidade) e “i.i.d.” (independentes e identicamente distribuídos), onde se preservou a grafia 

usual. 

 A separador decimal usado não é o convencionado na ortografia portuguesa – a vírgula –, mas sim 
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Capítulo 1  

Introdução 

Alexander Graham Bell, nativo da Escócia, ao conduzir experiências com 

electricidade salpicou ácido nas calças. A sua reacção “sulfúrea”, a agora famosa 

“Mr. Watson, venha cá, preciso de si”, trouxe Thomas A. Watson a correr não só 

devido à aflição do seu empregador, mas porque as palavras tinham sido 

transportadas pela electricidade até ao quarto de Watson e reproduzidas 

claramente no seu aparelho de recepção. 

(Tradução livre do original: Stephen J. Bigelow (ed.), Understanding Telephone 

Electronics, p. 1, Newnes, 1997) 

 

Pretende-se com este capítulo contextualizar sucintamente o problema abordado neste trabalho no 

âmbito da investigação neste domínio da engenharia. O texto começa com um preâmbulo histórico que 

mostra como a comunicação à distância suportada em ondas electromagnéticas resulta de um corpo 

matemático que foi possível materializar através das leis físicas e através da evolução da tecnologia 

electrónica. 

1.1 – Introdução histórica 

Hoje em dia a solução de problemas em Telecomunicações requer contribuições de múltiplos 

domínios das ciências exactas. A sua enumeração é sempre incompleta e a separação de áreas é difusa. 

Podem identificar-se áreas como: Física, Matemática, Informática, Inteligência Artificial, 

Reconhecimento de Padrões, Ciência de Materiais, Fotónica e outras. Mas, não há muito tempo, a 

realidade era bem diferente e as separações eram claras. 

Nesta secção mostra-se uma pequena selecção de acontecimentos científicos que contribuíram 

directa ou indirectamente para as telecomunicações actuais, escolhendo-se para tal uma via 

esquemática. A Figura 1.1 pretende relacionar e ordenar alguns aspectos da história da evolução da 

ciência e tecnologia que, mesmo de forma indirecta, contribuíram para a possibilidade de comunicar à 

distância. Também se destacam as contribuições decisivas para a comunicação digital em geral, e 

posiciona-se a primeira referência importante sobre modulações de fase contínua (CPMcontinuous 

phase modulation), tema deste trabalho. Muitos outros aspectos, mesmo de extrema relevância na 
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actualidade, como a evolução das redes de computadores, não são incluídos. Foram adicionadas 

referências a aspectos menos conhecidos, penalizando uma maior descrição dos que mais 

frequentemente se encontram na literatura. 

Embora se tenha tentado reflectir de forma gráfica os diferentes tipos de relações e factos, essas 

distinções podem não ser evidentes. Como complemento, e também para uma melhor clarificação, 

adicionam-se os seguintes comentários (cf. referências numéricas na Figura 1.1): 

(1) A electrodinâmica dos corpos em movimentos de Hertz tem a sua continuação com Feynman, 

nos anos 50 do século XX, na electrodinâmica quântica (QEDquantum electrodynamics) – 

e.g. [Feyn89]. 
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Figura 1.1: Esquematização relacional e cronológica das Telecomunicações 
(adaptada em parte de [Faro95]). 
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(2) O facto de os resultados teóricos de Nyquist terem sido apresentados como aspectos 

particulares da telegrafia [Nyqu28, Nyqu24] motivou a existência de uma conexão entre este e 

a transmissão digital. O telégrafo é um sistema intrinsecamente digital, mas note-se que era o 

único nos anos 20. Nesses artigos, Nyquist mostrou a relação entre o ritmo de transmissão e a 

largura de banda do sinal, assim como deduziu as características de formatação espectral que 

devem ser observadas (formatação de Nyquist). As demonstrações de Nyquist eram extensas e 

prolixas; actualmente as demonstrações desses teoremas são apresentadas nos livros de 

transmissão de uma forma muito mais clara e compacta, e.g. [Proa01-Sec.9.2.1]. 

(3) A primeira comunicação móvel ocorreu em 1924 quando Marconi telefonou, via rádio, de 

Inglaterra para a Austrália a bordo do seu navio Elettra, equipado com um laboratório 

experimental [Faro97-p.22]. 

(4) Embora pouco notada, existe uma utilização da Teoria da Relatividade no global positioning 

system (GPS). A aplicação de medições temporais suportadas no uso de espalhamento de 

espectro por sequência directa (e.g. [CoMc86-Cap.9]), implica um rigor temporal refinado por 

correcções relativistas [PaSp96-Cap.18]. 

(5) Wiener abordou o problema da estimação de uma dada forma de onda s(t) distorcida. 

Estabeleceu as equações que permitem obter o filtro (de Wiener) óptimo que minimiza o erro 

quadrático médio (EQM) da estimação (ver e.g. [Hayk88- Sec.3.12]). 

(6) A referência a Shockley deve-se à invenção da junção semicondutora, o que permitiu o 

aparecimento do transístor actual. Este avanço foi fundamental para a implementação prática 

dos sistemas digitais (e.g. PCMpulse coded modulation). Antes estes dispositivos eram 

implementados com tubos de vácuo, como a “válvula de De Forest” de 1906 (tríodo), surgida 

como um aperfeiçoamento da “válvula de Fleming” de 1904 (díodo). Lembre-se que a válvula 

ainda é insubstituível nos andares de amplificação de potência em RF (rádio-frequência). 

(7) A contribuição de Shannon em 1948 foi dupla, feita através de dois artigos publicados nesse 

ano: um apresentando a teoria matemática da comunicação [IEEE93, Shan48], e outro, em co-

autoria, apresentando rigorosamente a modulação de impulsos codificada (PCM) [OPSh48] 

(inventada por Alec Reeves em 1937). A primeira contribuição constituiu os fundamentos da 

actual Teoria da Informação, em particular dos tópicos codificação de fonte e codificação de 

canal (adiante no texto serão brevemente definidas). A segunda contribuição formalizou a 

concatenação de amostragem, quantificação e codificação como sendo o cerne da transmissão 

digital de sinais analógicos. 

(8) A codificação de canal é fruto de um elevado número de contribuições ao longo dos anos. Por 

ser usada neste trabalho, refira-se que a primeira referência a codificação convolucional (ver 
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Secção 3.2 e Anexo B) foi feita por Elias em 1955 [ViOm79-p.286]. Em [CHIW98] é feita 

uma história da evolução da codificação de canal e das suas aplicações. 

(9) A referência ao algoritmo de Viterbi (descrito no Anexo E) é feita pelo valor intrínseco do 

mesmo e não apenas pela sua utilização na descodificação de sinais CPM, o que não é mais do 

que um exemplo do seu domínio de aplicações. 

(10) A modulação CPM, apresentada de uma maneira unificada, surgiu do trabalho de Tor Aulin no 

final dos anos 70. As primeiras publicações em revista foram [AnTa78, AuSu81, AuRS81]. 

Uma história das Telecomunicações poderá ser, em parte, consultada em [Faro95], ou, de uma 

forma resumida, em [CaCR02-Sec.1.3, Seba98-Sec.1.1, Hayk88-Sec.1.4]. A evolução da ciência da 

propagação electromagnética é o tema de [Faro97]. Os aspectos de comunicação digital estão 

abordados em maior detalhe em [Proa01-Sec.1.4, Skla88-Cap.1] e a história da evolução do caso 

particular dos sistemas de comunicações sem fios encontra-se em [RABT02, Pras98-Cap.1] 

1.2 – Contexto 

Dada a fusão dos sistemas de telecomunicações e dos sistemas de transmissão de dados 

informáticos, a aplicação dos modelos usados nos segundos faz completo sentido nos primeiros. O 

modelo OSI (open systems interconnection) é o mais comum, definindo os sistemas em sete camadas 

ou níveis [Tane96-Sec.1.4]: 

1- Físico; 
2- Lógico ou de dados; 
3- Rede; 
4- Transporte; 
5- Sessão; 
6- Apresentação; 
7- Aplicação. 

Um sistema de telecomunicações actual é completamente identificável com o modelo OSI, pelo 

menos até ao nível de Transporte. 

O trabalho desenvolvido nesta tese diz respeito ao nível físico e, em parte, ao nível dois. Os 

aspectos de modulação e desmodulação constituem de facto o pilar do nível 1 mas a codificação de 

canal pode, numa interpretação estrita das funções das camadas, ser interpretada como constituinte do 

nível 2. 

A transmissão digital de sinais tem duas grandes vantagens, que se devem à possibilidade de: 

i) reduzir a banda utilizada à custa dum aumento da complexidade da modulação (que se 

repercute principalmente na complexidade do receptor); 
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ii) controlar o desempenho da transmissão, fazendo regenerações periódicas ao longo da cadeia 

de transmissão, detectando e corrigindo erros ocorridos no fim de cada troço. 

A transmissão digital estará brevemente em todos os sistema de telecomunicações. O último reduto 

da transmissão analógica tem sido a difusão comercial de televisão e rádio. Em todos os outros 

sistemas, a transmissão digital é já uma tecnologia padrão. O esquema de blocos dos sistemas de 

transmissão digital, representado na Figura 1.2, é já o paradigma do nível físico dos sistemas de 

telecomunicações. Nessa figura destacam-se os módulos que são abordados nesta tese. 
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Desmo-
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informação

 

Figura 1.2: Blocos constituintes de uma sistema de transmissão digital. 
Destacam-se os módulos que são objecto de investigação neste trabalho. 

 

Quando se quer efectuar uma transmissão num certo meio físico interessa que o sinal a propagar 

seja adaptado às condições desse canal. Tal adaptação implica quase sempre que um sinal seja 

transmitido de forma a ocupar um domínio de frequências no qual as condições de transmissão sejam 

as melhores possíveis. Para além disso pode ser útil acomodar vários sinais, transmitindo-os em 

frequências disjuntas. O processo que realiza esta mudança de frequência é a modulação. Consiste em 

mapear o sinal de informação num ou mais parâmetros físicos de uma onda sinusoidal (amplitude, 

frequência ou fase1), variando esses parâmetros ao longo do tempo. Diz-se que a modulação é 

analógica se existir uma proporcionalidade entre o(s) parâmetro(s) físicos e o sinal, isto é, se a 

variação dos parâmetros for análoga à do sinal. A modulação digital possui todas as características da 

analógica, porém é útil adicionar-se um novo conjunto conceitos que facilitam a análise destas 

modulações. 

A codificação de fonte tem a função de reduzir a redundância de uma fonte de mensagens (discretas 

                                                      
1 A fase e a frequência não são parâmetros independentes. 
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ou de natureza contínua). Este conceito será retomado em 2.1.2. 

A codificação de canal é o processo pelo qual se introduz redundância na sequência de símbolos de 

informação a emitir de forma a que, mesmo com a existência de erros na sequência total transmitida, 

seja possível reduzir o número de erros na sequência original, quando comparada com a transmissão 

não codificada. 

A desmodulação é o processo que permite recuperar o sinal mapeado num nos parâmetros  da 

portadora (amplitude, frequência ou fase – embora  a fase e frequência estejam intrinsecamente 

ligadas). 

Chama-se detecção ao processo de decisão dos símbolos recebidos, de entre um conjunto finito de 

símbolos possíveis. Por outro lado, quando se pretende recuperar um sinal contínuo a partir de uma 

forma corrompida do mesmo, gerando um sinal que se aproxime dele, estamos perante um processo de 

estimação (e.g. estimação de um canal) [Tree68]. 

De uma forma simplificada, é possível identificar três grupos distintos de receptores digitais: 

 Coerente ou síncrono: 

 Os receptores usam um oscilador local que reproduz uma sinusóide com uma frequência e fase 

iguais à da portadora emitida. 

 É feita uma correlação com as réplicas de todos os símbolos de canal possíveis. 

 A decisão baseia-se numa comparação de uma medida de semelhança obtida a partir das 

correlações. 

Estes receptores podem ser usados, por exemplo, nas modulações PSK (phase shift keying), FSK 

(frequency shift keying), ASK (amplitude shift keying) e CPM. 

 Não coerente (ou detector de envolvente): 

 Não explora como referência a informação da fase. 

 Os receptores são menos complexos mas o desempenho é pior que o dos receptores coerentes. 

Este tipo de detecção pode ser aplicada, por exemplo, em FSK, ASK, DQPSK (diferential 

quadrature PSK) e também na CPM. 

 Diferencial: 

A informação é associada a diferenças relativas entre símbolos (e.g. fases diferentes), de forma a 

que a informação absoluta sobre um símbolo é dispensável, sendo requerida apenas conhecer a 

diferença entre símbolos (e.g. o avanço ou o atraso da fase). 

A procura de esquemas de modulação e codificação de canal em telecomunicações digitais é 
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sempre feita com o objectivo da obtenção de eficiências espectrais e de potência o mais próximas 

possíveis da capacidade do canal (ver Secção 2.1.3 e cf. Figura 2.2). Porém, quando se tem de escolher 

uma modulação para um sistema real é preciso também ponderar as limitações técnicas da sua 

implementação. Ainda recentemente concluía-se que a solução ideal para transmissão sem fios em 

ambientes interiores com antenas directivas era a comum BPSK (binary PSK) [DrGr95]. A existência 

de desvanecimento em canais de rádio móvel [Skla97a] faz com que a eficiência de banda possa ser 

um objectivo secundário face à eficiência de potência. Esta não pode ser descurada devido às 

restrições das baterias dos terminais móveis. Estas características explicam em parte o porquê do uso 

comum da codificação de canal (degradando a eficiência espectral) nos sistemas de transmissão rádio. 

Em [Bigl02, RABT02] descrevem-se dos problemas e soluções disponíveis na área da transmissão 

digital codificada em canais sem fios. Algumas soluções são: diversidade espacial com codificação 

espaço-tempo (e.g. [MoKS00-Cap.2]), modulação codificada em treliça (TCM  trellis coded 

modulation) (e.g. [BDMS91]), entrelaçamento (e.g. [HeWi99-Cap.3]), e controlo de potência com 

estimação do canal (e.g. [NuLe98]). O artigo [Bigl02] parte do problema inicial de Shannon (ver Cap. 

2), isto é o limite de capacidade de um canal, e depois mostra as soluções já encontradas no sentido de 

se chegar próximo desse limite, salientando os compromissos inerentes à escolha das técnicas 

disponíveis. 

A amplificação não linear é ainda um problema incontornável nos sistemas sem fios. As 

modulações com variação da envolvente implicam um dispêndio de potência em componentes 

contínuas no amplificador para suportar um modo linear de operação, diminuindo fortemente o 

rendimento energético dos amplificadores. Em [Dini01-Cap.3] encontra-se uma abordagem analítica 

da distorção causada pelas não linearidades na amplificação e em [Dini01-Apêndice C] é mostrado um 

resumo das características de transferência mais comuns que aproximam o comportamento dos 

amplificadores reais. Assim, interessa usar modulações que sejam o menos possível sensíveis à não 

linearidade na amplificação da amplitude. 

Na  

Tabela 1.1 indicam-se os sistemas de comunicações sem fios mais importantes e a respectiva 

modulação usada. É de notar que a modulação GMSK foi escolhida na maioria dos sistemas digitais. 

Ir-se-á ver no Capítulo 3 que essa modulação é um caso particular da família CPM, a família de 

modulações a abordar neste trabalho. A modulação /4-DQPSK (/4differential QPSK) é escolhida 

por motivos semelhantes. A sua constelação é composta por 2 constelações QPSK desfasadas de /4. 

No fim de cada intervalo de símbolo a fase pertence alternadamente a uma das duas constelações 

quaternárias. A modulação /4-DQPSK tem precisamente a vantagem de as transições entre os 

símbolos da constelação se fazer sem passagem pela origem do plano complexo (ver [JeBS00-
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Sec.8.7.2.1]). Além disso permite que a desmodulação possa ser feita de forma diferencial e até 

mesmo de uma forma não coerente. 

 

Tabela 1.1: Modulações usadas em sistemas de comunicação sem fios 
[Pras97-p.6, MoKS00-Cap.9]. 

Sistema Origem Modulação 

AMPS (advanced mobile phone system) EUA FM analógico 

GSM (global system for mobile communications) /  
DCS-1800 (digital cordless system) 

Europa 
GMSK 

PCS-1900 (personal communication system) Europa GMSK 

DECT (digital enhanced cordless telephone) Europa GMSK 

IS-54 / IS-136 (inter-standard 54 / 136) América do Norte /4-DQPSK 

IS-95 (inter-standard 95) América do Norte BPSK/QPSK 

PDC (Pacific digital cellular) / PHD (personal 
handyphone system) 

Japão 
/4-DQPSK 

CT2 (Canadian telephones 2) Canadá GMSK 

IEEE 802.11: IEEE2 BPSK, QPSK, OFDM3 

Bluetooth ITU4 GMSK 

UMTS 
(universal mobile telecommunications system) 

Europa 
BPSK, QPSK não 

balanceado5 

 

Embora as modulações usadas nas comunicações móveis actuais sejam de famílias de 

complexidade reduzida (M-QAM6, M-PSK7, GMSK8), as suas eficiências espectrais e de potência 

introduzem limitações na camada física das telecomunicações sem fios que se propagam até às 

camadas de serviços. Com excepção da GMSK, as modulações referidas, não possuem memória, isto 

é, o sinal transmitido durante cada intervalo de símbolo depende apenas do símbolo9 actual na entrada 

do nível 1 do modelo OSI sistema de transmissão. Numa modulação com memória há uma 

dependência quer da entrada actual quer de alguns dos símbolos passados. Em geral, a existência de 

                                                      
2 Institute of Electrical and Electronics Engineering. 
3 Ortogonal frequency division multiplexing. 
4 International Telecommunication Union. 
5 Na ligação móvel-base os ramos I e Q podem ter amplitudes diferentes [HoTo00-Sec.6.3, Dahl98]. 
6 M-ary quadrature amplitude modulation. 
7 M-ary phase shift keying. 
8 Gaussian-shaped minimum shift keying. 
9 Não se refere “bit” porque à entrada da modulação podem já estar símbolos resultantes de uma codificação de 
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memória contribui para uma melhor eficiência de potência, devendo-se isso a um aumento da distância 

euclidiana (ver Secções 2.2.1 e 3.1.4) entre as sequências possíveis. Lembre-se que o ganho de 

potência conseguido aquando da introdução de codificação de canal acontece devido à introdução de 

memória, ou redundância, no processo de codificação. A CPM é uma modulação com memória que 

advém precisamente da imposição de continuidade na fase. Essa memória introduz um ganho de 

potência, conseguido-o sem a introdução dos bits redundantes característicos da codificação de canal. 

Um outro exemplo de modulação com memória são os sistemas de resposta parcial. Este tipo de 

formatação também pode ser definido em CPM, como se verá na Secção 3.1.1. 

O receptor é desenvolvido neste trabalho num contexto de rádio por software, ou seja, em que 

existe uma capacidade de reconfiguração do nível físico. As reconfigurações devem ser feitas de forma 

adaptativa, conforme as condições de transmissão. Assim, o receptor é estruturado de uma forma 

independente dos esquemas CPM e dos códigos de canal. A escolha da modulação e da codificação 

podem assim ser negociados entre o receptor e o emissor antes de cada transmissão, e mesmo mudar 

quando houver alterações nas condições médias do canal. O conceito de rádio por software é a 

solução em desenvolvimento pelos maiores fabricantes de equipamento de redes de serviços móveis. 

Surgiu da necessidade de integrar numa só estação base vários sistemas (GSM, UMTS, IS-95, e 

outros). Ultrapassando essa fase, o mesmo se tentará fazer nos terminais pessoais. Nas referências 

[ZhSY01, MoKS00-Cap.6] é apresentado o estado da arte dos conceitos e da tecnologia disponível 

neste campo. 

Até agora o processamento de sinal (DSP) em banda-base era feito numa pastilha (chip) de silício 

enquanto o andar de RF tinha de ser feito em separado num substrato de GaAs. O fabrico em GaAs 

permite, graças ao substrato isolante, a existência de componentes passivos (bobinas e condensadores) 

com factores de qualidade razoáveis, integrados com dispositivos activos. Esse tipo de implementação 

foi até agora impossível em CMOS devido às perdas ocorridas no substrato às frequências de 

interesse, impondo baixos factores de qualidade aos filtros. Porém as tecnologias de GaAs tem uma 

baixa escala de integração quando comparadas com as tecnologias de silício – em particular com a 

CMOS – e o seu custo é mais elevado. A concretização de componentes passivos em CMOS de 2 a 10 

GHz permitirá muito em breve uma integração completa dum receptor numa só pastilha MMIC 

(monolithic microwave integrated circuit) [Fort01]. O processamento de banda-base proposto na tese 

deve ser entendido neste contexto: a antevisão de um só chip monolítico que inclua o andar de RF e o 

processamento digital (DSP). 

                                                                                                                                                                      
canal (ver Secção 3.2). 
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1.2.1 – A investigação em CPM 

A CPM é uma modulação atraente quer em termos de eficiência de banda quer de potência. Esta 

última pode ser incrementada através da adição de codificação de canal. Por ser uma modulação 

apenas de fase, a envolvente do sinal possui amplitude constante, sendo possível fazer uma 

amplificação não linear. Sabe-se que o uso de amplificadores de RF a funcionar em saturação conduz 

a ganhos de potência de 2 a 3 dB [SiWa01, AnSu91]. Ao usar-se CPM, este ganho deve ser atribuído 

ao uso da modulação de fase e deve ser adicionado ao ganho proveniente da existência de memória 

(ver Secção 3.1.5), justificando a boa eficiência de potência que advém do uso da CPM nos sistemas 

com tais limitações.  

Sendo o nível do sinal recepcionado dependente do desvanecimento, é desejável que as modulações 

não transportem a informação na amplitude. O facto de, em CPM, a informação estar apenas associada 

à fase, torna-a adequada para canais com desvanecimento de amplitude – e.g. [Rimo89]. 

Uma outra vantagem da CPM é o facto da suavidade das transições de fase permitir uma boa 

eficiência espectral e, principalmente, conduzir a um decaimento espectral muito acentuado (ver 

Secção 3.1.5). A eficiência espectral pode ser melhorada aumentando a suavidade do impulsos de 

frequência, g(t), ou reduzindo o índice de modulação, h [AnSu91, Sund86]. Estes aspectos serão 

abordados no Capítulo 3. 

O uso de esquemas complexos de modulação com memória e não lineares10 tem sido até agora 

proibitivo devido à complexidade (finita) do emissor e, principalmente, do processo de detecção com o 

algoritmo de Viterbi (AV). A utilização conjunta de codificação de canal, de forma a se introduzir 

memória adicional, complica ainda mais o problema. A evolução da tecnologia de processamento 

digital de sinal (DSP- digital signal processing) permite prever a aplicação de esquemas complexos de 

modulação codificada. O tema está a gerar investigação financiada por fabricantes europeus 

[SvSv99a-c]. Um primeiro passo foi a aplicação de CPM em sistemas de rádio fixo (feixes hertzianos 

convencionais e FWA – fixed wireless access.). O objectivo actual é a sua aplicação em redes locais 

sem fios (WLAN – wireless local area network) e em terminais de comunicação pessoal. 

A primeira fase da investigação em CPM foi levada a cabo pelos autores da mesma que fizeram 

uma análise exaustiva da modulação nos artigos [AuSu81, AuRS81]. A análise estendeu-se ao estudo 

qualitativo e quantitativo que os parâmetros de formatação dos sinais CPM (definidos na Secção 3.1.1) 

produzem, quer nas características espectrais, quer na eficiência de potência. Numa segunda fase os 

mesmos autores definiram o receptor óptimo para o caso de existir apenas ruído aditivo branco e 

                                                      

10 Uma modulação pode ter memória e ser linear [Proa01-Sec.4.3.2]. A memória introduzida é caracterizável em 

termos de cadeias de Markov (Anexo D). 
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gaussiano (AWGN  additive white gaussian noise). Em face da sua enorme complexidade, os autores 

propuseram algumas técnicas para uma detecção sub-óptima [AnAS86-Cap.8]. Foi abordado aí pela 

primeira vez o problema da redução da complexidade. A proposta baseava-se na utilização no receptor 

de impulsos de fase mais simples do que os emitidos, e que apenas aproximam estes últimos. Os 

resultados destas duas fases de investigação foram mais tarde compilados no livro [AnAS86] e, de 

forma resumida, no artigo [Sund86]. 

Posteriormente, a procura de bons esquemas de concatenação de codificação de canal com CPM, o 

tópico mais prolífico, constituiu a terceira vaga de pesquisas. Inicialmente o estudo recaiu sobre a 

concatenação tal como será apresentada na secção 3.2 [HoMc88, MoPa88, PiWi85, LiSA84]. Os 

resultados mais importantes já tinham sido obtidos por Anderson, Aulin e Sundberg, e apresentados 

em apêndice no seu livro [AnAS86-Apêndice D]. Uma segunda linha de investigação foi iniciada em 

1989 por Rimoldi, em que parte do processo de modulação é optimizado conjuntamente com o 

codificador [Rimo89]. Em [AnSu91] foi apresentado um resumo dos resultados conhecidos para 

esquemas mono-h e o mesmo foi feito em [SaMo91] para os multi-h. A incorporação de CPM em 

sistemas do tipo TCM foi especificamente estudada em [NaSt01, ViMe00, YLBY99, BDMS91]. 

Só a partir dos finais dos anos 90 é que finalmente a investigação se debruçou sobre o problema da 

complexidade dos receptores. A procura de receptores de CPM sub-óptimos eficientes11 pode ser 

seguida em [DuPr01b, NaSt01, SiWa01, BaFi00, DuPr00, ViMe00, LeBW00, TaSh00, SzPa99, 

Fons99, Simm99, SvSv99a-b]. Os trabalhos da referência final foram iniciados no princípio dos anos 

90 por Svensson [Sven91], tendo sido recentemente retomados, uma vez que se provou ser uma linha 

de investigação proveitosa. É precisamente nesta linha que a tese se enquadra.  

Refere-se por fim o search algorithm [Auli99], que é um algoritmo detecção de sequência com 

redução de estados (RSSD  reduced states sequence detection). Ele é uma generalização do algoritmo 

óptimo de detecção de sequências por máxima verosimilhança (MLSD  maximum likelihood 

sequence detection), i.e., do AV, descrito no Anexo E. A sua aplicação em CPM foi proposta em 

[Cede00, SvSv99a-b]. O algoritmo baseia-se numa separação dos estados em diferentes classes e na 

memorização de apenas alguns caminhos dentro de cada classe, sendo apenas esses os que irão 

competir entre si na iteração seguinte. 

Estas e outras linhas de investigação irão ser referidas no último capítulo da tese. Não se deve 

esquecer que os resultados têm sido sempre obtidos com receptores projectados para o canal apenas 

com AWGN, logo não óptimos quando o canal possui desvanecimento. O termo sub-óptimo é aplicado 

no sentido de uma detecção não óptima, implementada com o objectivo de simplificar o receptor, 

                                                      
11 Não se usa a expressão detecção óptima pois essa é conseguida com o AV, o que desde cedo foi conhecido 

[AnAS86, Sund86]. 
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sendo esse termo aplicável mesmo no caso de apenas existir distorção aditiva gaussiana. Este carácter 

de recepção não óptima será reforçado aquando da detecção de sinais com desvanecimento. 

 

 

1.2.2 – Objectivos e contributos 

Este trabalho tem os seguintes objectivos: 

 Identificar os esquemas CPM, concatenados ou não com codificação de canal, com melhores 

características conjuntas de eficiência de banda, eficiência de potência e complexidade; 

 projectar um receptor simples para recepção de sinais com modulação de fase contínua; 

 investigar o impacto isolado de cada proposta de redução da complexidade no processo de 

detecção dos sinais, assim como o impacto provocado pelo seu uso simultâneo; 

 propor e testar esquemas de CPM adequados ao uso conjunto com o receptor projectado, em 

canal com ruído e desvanecimento rápido uniforme. 

Apresenta-se um receptor que permite que as vantagens da modulação de fase contínua possam ser 

aproveitadas em comunicações pessoais e móveis, uma vez que elimina o problema da complexidade 

dos receptores. Concebe-se um receptor para a detecção de uma sub-classe de sinais CPM que 

compreende os esquemas mais atraentes conhecidos, em termos de largura de banda usada e ganho 

alcançado face às modulações mais comuns usadas nos sistemas de comunicação sem fios. 

São fornecidas três soluções conjuntas de esquemas CPM e receptores (definidos pelos parâmetros 

de redução de complexidade em cada etapa) que devem ser escolhidos consoante as restrições de 

desempenho, largura de banda, ou complexidade da aplicação em causa. 

No âmbito da investigação desenvolvida, o receptor para o caso particular das modulações MSK ou 

GMSK que pode possuir aplicação imediata na indústria de comunicações móveis, uma vez que não 

implica qualquer alteração das modulações já usadas nas redes existentes. 

1.3 – Estrutura da tese 

O texto está organizado em 6 Capítulos e 11 Anexos. 

Para além desta introdução, o texto prossegue no Capítulo 2 com a exposição de alguns conceitos 

que fornecem as ferramentas básicas de análise da comunicação digital. Faz-se uma introdução à 
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comunicação digital, realçando-se a sua conexão com a teoria de espaços de sinais e a Teoria da 

Informação. Dada a extensão desses temas, o que foi considerado relevante para a inclusão nesse 

capítulo resulta de uma subjectividade condicionada pelo trajecto pessoal do autor nestas matérias.  

No Capítulo 3 define-se a modulação estudada e a estrutura da sua concatenação com codificação 

de canal. São descritos os parâmetros de formatação CPM, enunciando-se as implicações de cada um. 

Apresenta-se uma formulação geral da modulação de fase e mostra-se que algumas modulações muito 

conhecidas são instâncias do caso CPM. Aborda-se a concatenação de CPM com codificação 

convolucional e são feitas comparações em termos de eficiência de banda e potência entre vários 

esquemas CPM, codificados ou não, para além duma comparação com modulações de outro tipo. No 

fim apresentam-se duas formas diferentes para interpretar os sinais CPM: as decomposições de 

Laurent e de Rimoldi. 

No Capítulo 4 aborda-se o problema da detecção de CPM. Mostra-se o receptor óptimo, realçando 

a sua complexidade. Apresenta-se o receptor proposto, a forma de o implementar, e todos os conceitos 

subjacentes: mapeamento em espaços de dimensão finita, derivação simplificada de métricas e o 

algoritmo de detecção de sequências com redução do número de estados. 

O Capítulo 5 começa por mostrar os resultados do desempenho do receptor proposto na detecção 

de sinais afectados por AWGN. Numa segunda parte apresenta-se o modelo do canal rádio que 

também servirá de ambiente de teste. Serão aí apresentados os resultados que sustentam a proposta 

efectuada neste trabalho, verificando-se que o receptor simplificado proposto permite uma detecção da 

CPM com um desempenho quase óptimo. 

O sexto e último capítulo é reservado para as conclusões e para uma perspectiva sobre o futuro da 

pesquisa e implementação tecnológica de sistemas com CPM em geral, assim como sobre a 

investigação futura a fazer sobre o receptor proposto. 

Os primeiros 10 anexos expõem com maior pormenor alguns tópicos abordados no texto, incluindo 

descrições complementares e adjuvantes à compreensão do texto principal. Os anexos também 

incluem a validação do método de simulação usado. No último anexo indica-se o software que foi 

utilizado na realização deste trabalho. A ordem dos anexos é a que resulta da sua chamada ao longo 

dos capítulos principais, exceptuando as chamadas neste capítulo introdutório. 

O texto foi formatado respeitando as recomendações para a escrita de documentos científicos, 

recentemente adoptados como padrão para as comunicações e publicações no IEEE – disponível nas 

páginas de Internet das conferências das sociedades do IEEE. 

Uma nota final sobre as referências: foi usada uma das duas notações recomendadas pelo 

Departamento de Engenharia Electrotécnica e de Computadores do Instituto Superior Técnico de 

Lisboa para a elaboração de relatórios. As referências são construídas com as iniciais dos autores, num 
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máximo de 4, justapostas ao ano de publicação. Em caso de coincidências, é adicionada uma distinção 

pertencente ao conjunto {a, b, c, }. Exceptua-se o caso da publicação ser um documento técnico de 

uma instituição em que a referência indica as 4 primeiras letras da sigla da instituição. Quando a 

referência é um livro é justaposta a(s) página(s) específica(s) ou a secção do livro que importa no caso. 

As referências múltiplas são ordenadas por ordem cronológica inversa, uma vez que se pressupõe que 

as mais recentes compreendem os resultados de anterior publicação. Em alguns casos excepcionais a 

ordenação das referências é feita segundo um critério de relevância. 
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Capítulo 2  

Conceitos em comunicação digital 

Antes dos alunos entrarem na sala, Duarte Pacheco preparava previamente o 

quadro com a lição. Os primeiros alunos a entrar viam-no a terminar a escrita das 

expressões matemáticas. Descia do estrado e, contemplando o quadro, 

surpreendiam-no a exclamar para si próprio: 

"- Que beleza..., que beleza...!" 1 

 

Neste capítulo expõem-se os graus de liberdade disponíveis no projecto de sistemas digitais em 

termos de eficiência espectral e de potência. Mostra-se como estas estão interligadas através da 

capacidade do canal quando o ruído é branco e gaussiano, e justifica-se o uso corrente desse modelo 

de ruído. Numa segunda parte, apresenta-se a sinalização digital como uma instância dos espaços 

lineares euclidianos, evidenciando-se a utilidade das operações definíveis nesse contexto. 

2.1 – Comunicação digital no contexto da Teoria da Informação 

2.1.1 – Entropia e capacidade 

A quantidade de informação associada a um símbolo, si, pertencente a uma fonte discreta definida 

pela variável aleatória (VA) X , com probabilidade Pi, é [IEEE93-pp.5-6, Shan48] 

 )(log
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log)( 22 i

i
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   [bits] (2.1) 

A informação é assim quantificada desde o primeiro trabalho de Shannon. Na introdução do seu 

artigo [Shan48], Shannon apontou três motivações para a essa escolha, no entanto são todas de 

carácter heurístico. Em [Ash65-Sec.1.2] é possível ver a demonstração de que tal escolha é a única 

possível para a representação da quantidade de informação quando são impostos 4 axiomas. Na 

verdade essa demonstração é mais geral; prova a unicidade da expressão de uma outra grandeza: a 

                                                      
1 Fonte: Prof. J. Hermano Saraiva in RTP. Duarte Pacheco (1899-1943) era professor no IST. 
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entropia. Esta é uma medida da desorganização existente numa fonte discreta. O seu valor reflecte a 

média estatística da quantidade de informação dos Nsf símbolos da fonte: 

 












sfN

i i

i
P

PXH
1

2

1
log)(   [bits/símbolo] (2.2) 

A entropia pode ser interpretada como sendo o número mínimo de perguntas de resposta binária 

sim/não necessário para identificar um evento da VA (ver [Ash65-Sec.1.3]). Note-se que a codificação 

de fonte realizada com o algoritmo de Huffman [Hayk88-Sec.2.3] (cf. Secção 2.1.2) resulta de uma 

implementação directa desta interpretação. 

É possível estender esta definição a fontes com distribuições contínuas definindo uma entropia 

diferencial: 

 


 







 dx

xp
xpXh

X

X
)(

1
log)()( 2 . (2.3) 

Em rigor, uma fonte desse tipo tem uma entropia infinita mas, discretizando a função densidade de 

probabilidade (fdp), a entropia diferencial permite comparar entropias desde que as distribuições 

sejam discretizadas com os mesmos intervalos x. A entropia real da fonte é [Hayk88-p.42, CoTh91-

p.224] 

 



 












k X

X
x xxp

xxpXH
)(

1
log)(lim)( 2

0
 

 xXh
x




2
0
loglim)( . (2.4) 

Como seria de esperar, H(X) é infinita quando x=0, mas a sua definição permite fazer 

comparações, com a restrição mencionada. 

A entropia condicional, H(X|Y), é a entropia que resta acerca de X após a observação de Y, ou seja 

após a distorção causada pelo canal. Interessa pois que H(X|Y) seja pequena e, por simetria, que a 

entropia condicional H(Y|X) também seja pequena. Estas entropias dependem apenas de p(y|x) (e.g. 

[CoTh91-p.16]), ou seja, duma estatística do canal. 

Sendo a informação mútua (e.g. [ViOm79-Sec.1.2]) 

 I(X;Y)=H(X)-H(X |Y) (2.5) 

define-se a capacidade do canal, Cc, como sendo o máximo de (2.5) em todas as fdp )( jX xp
j

 

possíveis [Shan48-Parte I, IEEE93-p.36]: 
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 );(max
)(

YXIC
jjX xp

c    [bits/símbolo]. (2.6) 

Note-se que a informação mútua é a intersecção das entropias condicionais H(Y|X) e H(X|Y), tal 

como se representa na Figura 2.1. 

H(X|Y) H(Y|X)I(X;Y)

H(X,Y)

H(X) H(Y)  
Figura 2.1: Esquematização das relações entre as várias entropias associadas à 
fonte, X, e às observações, Y (adaptada de [Hayk88] e [CoTh91]). 

É esta informação mútua que interessa maximizar de forma a que em termos de informação as 

variáveis X e Y estejam completamente “acopladas”, isto é, que o conhecimento de uma forneça de 

imediato o conhecimento da outra. 

2.1.2 – Entropia e codificação de fonte 

Os símbolos binários que descrevem os eventos de uma fonte discreta com entropia H(X), tal como 

descrita na secção anterior, devem ser mapeados no menor número possível de bits, sendo  essa a 

função da codificação de fonte (já referida nas Secções 1.1 e 1.2) ou compressão de fonte. O caso mais 

comum é o uso de esquemas de codificação com blocos de dimensão variável. A cada um dos Nsf 

símbolos de fonte é associado um bloco de ni bits, sendo o número médio de bits por símbolo de 

informação a transmitir 

 



sfN

i
iib xPnN

1

)( . (2.7) 

Os algoritmos de compressão de fonte devem minimizar bN . Este valor está inferiormente limitado 

pelo valor da entropia da fonte (cf. 2.1.1) fazendo por isso sentido definir a eficiência de compressão, 

C, pela razão ( [0, 1]) 

 
b

X
C

N

H
 . (2.8) 

Os códigos de compressão mais simples são os de Shannon-Fano, de Huffman (cf. Secção 2.1.1) e 
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a codificação aritmética [CoTh91-Cap.5]. Estes algoritmos de compressão tendem a associar os 

elementos da fonte de ocorrência mais provável a um menor número de símbolos do alfabeto 

disponível. Todos eles dependem do conhecimento prévio da distribuição PX(x) da VA da fonte. Um 

método não dependente dessa informação diz-se universal. A codificação universal mais comum é a 

de Lempel-Ziv [CoTh91-Sec.2.10, Proa01-Sec.3.3.3]. Neste caso não existe uma codificação de 

blocos imediata. O algoritmo depende da criação duma tabela temporária e realiza uma codificação de 

blocos recursiva e baseada nessa tabela. A primeira etapa da codificação consiste em dividir a 

sequência de dados em sub-sequências de bits que ainda não tenham ocorrido anteriormente. Essas 

“frases” são colocadas sequencialmente nas posições da tabela referida. Cada palavra de código a 

transmitir é composta pela justaposição do endereço duma “frase” ao novo bit que define uma nova 

frase (de tamanho superior). O receptor recebe as palavras de código e constrói uma tabela de idêntica 

à do emissor que lhe permite descomprimir a informação. 

A codificação de fontes contínuas é tratada de uma forma distinta. O problema passa a ser o da 

procura duma quantificação escalar ou vectorial óptima. Este assunto é abordado com detalhe em 

[GeGr92-Caps.5-8 e 10-11] e mais sucintamente em [Proa01-Sec.3.4] 

2.1.3 – Caso com ruído aditivo gaussiano 

O ruído considerado na maior parte dos canais é o ruído branco gaussiano. Isso acontece porque a 

fdp gaussiana 

 

 
2

2

2

22

1
)( x

xx

x

X exp 








  (2.9) 

é a função que maximiza a entropia diferencial (2.3) impondo a condição necessária duma fdp, 

 1)( 



dxxpX  (2.10) 

e fazendo com que o seu segundo momento seja 

 te

xXx cdxxpx 




22 )()(   (2.11) 

onde x é a média e 2

x a variância. 

O problema de maximização definido é resolúvel através do método dos multiplicadores de 

Lagrange, sendo (2.9) a sua solução única [Hayk88-Sec.2.8]. Esta abordagem pode constituir uma 

demonstração do conhecido Teorema do Limite Central admitindo como postulado que a entropia 

deve ser máxima quando o número de VA’s tende para infinito. 
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Recorrendo aos conceitos de energia média de bit, Eb, energia média de símbolo, Es, e potência de 

um sinal, P, a capacidade de canais com AWGN é (e.g. [Skla88-p.385]) 
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2 1log   [bps] (2.12) 

onde BC é a largura de banda disponível no canal e N0 é a densidade espectral de potência (DEP) 

unilateral do ruído. Em (2.12) usou-se também o facto de Es=Eb, sendo  a eficiência espectral 

definida pela razão entre o ritmo binário e a largura de banda considerada (sendo neste caso B=BC): 

  = 
B

Rb . (2.13) 

Existem várias definições possíveis para a largura de banda, sintetizadas em [BeBC87, Rodr97-

Sec.2.3.1]. É necessário que as comparações espectrais se refiram sempre à mesma definição. Neste 

trabalho a largura de banda após a filtragem de emissão é identificada como sendo a largura de banda 

que contém 100 % da potência do sinal, e é definida por 

 



 












dffS

dffS
Bf

Bf

c

c

)(

)(

 (2.14) 

sendo S( f ) a DEP do sinal modulado. 

Fez-se Cc=Rb pois a capacidade é o ritmo binário máximo. Apresenta-se a capacidade em termos de 

Eb/N0 em vez da relação sinal-ruído (SNR  signal to noise ratio) por ser mais adequada a uma 

comparação de modulações digitais. A última igualdade de (2.12) deve-se ao facto de 

 bb

b

b RE
T

E
P  . (2.15) 

Escrevendo (2.12) na forma 

 


 12

/

12 /

0







Cc

BC

b

BCN

E Cc

 (2.16) 

é possível traçar a curva da Figura 2.2. 
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O teorema da capacidade de Shannon (e.g. [Skla88-Sec.7.4]) garante que existirão esquemas de 

transmissão digital (modulação e codificação) que permitirão uma taxa de erros (BERbit error 

rate2) tão perto de zero quanto se queira deste que se trabalhe na região abaixo de Cc (conforme a 

Figura 2.2). Contudo, o teorema não fornece qualquer indicação sobre a técnica que permite essa 

transmissão. A procura desses esquemas tem sido a tarefa da investigação nesta área. 

A partir de (2.16) verifica-se que 
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02ln21
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B
b

B
BCN

E
= ln2 = 0.69 (2.17) 

onde se levantou a indeterminação através da regra de L’ Hopital sobre a variável Cc/B. Assim, mesmo 

ocupando uma largura de banda infinita, não existe nenhum esquema de modulação que permita uma 

probabilidade de erro, Pb, arbitrariamente pequena quando Eb/N0 é inferior a –1.6 dB (ver assimptota 

na Figura 2.2). 
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Figura 2.2: Diagrama de eficiência em banda e potência no caso de AWGN. 

Na Figura 2.2 assinalam-se três estratégias possíveis na escolha de um esquema de transmissão, 

correspondendo a deslocações do ponto de operação segundo as direcções representadas: 

(1) Troca3 de eficiência de potência, Eb/N0, por uma menor probabilidade de erro, Pb, mantendo a 

                                                      
2 O mesmo que probabilidade de erro, Pb. 

3 Apenas se referem as trocas num dos sentidos de deslocação. As inversas são também válidas. 



Capítulo 2 – Conceitos em comunicação digital 

 21

mesma eficiência espectral, . Corresponde ao traçado de curvas de desempenho (Pb em 

função de Eb/N0) para uma dada modulação e codificação; 

(2) Troca de Pb por eficiência espectral, , mantendo a eficiência de potência, Eb/N0; 

(3) Troca de eficiência espectral, , por Eb/N0, mantendo o desempenho. 

Note-se que as deslocações segundo as linhas 2 e 3 implicam sempre uma alteração da modulação 

ou da codificação usada. 

2.2 – Comunicação digital no contexto dos espaços lineares 

As noções de bases e distâncias usadas em espaços lineares [Maga92-Cap.2] são muito úteis na 

descrição de sinais de Telecomunicações assim como de sinais que surgem noutras áreas (exemplos 

em [Simo95-Cap.1]). Nesta secção mostra-se como essas noções permitem obter, de forma simples, 

resultados para o desempenho de transmissões digitais. 

O conceito de norma é, desde Euclides (séc. III A.C., e.g. [Silv00]), definido axiomaticamente (e.g. 

[Simo95-p.74]). Um espaço diz-se completo se todas as sequências de Cauchy [Fran69-Sec.2.2] de 

elementos do espaço têm como limite um elemento pertencente a esse espaço. Um espaço com uma 

norma definida diz-se um espaço de Banach se for completo. Um espaço linear que admite a definição 

de um produto interno é um espaço euclidiano (permitindo a indução de uma norma). Um espaço 

euclidiano completo é um espaço de Hilbert. (Sobre estes conceitos ver [Fran69-Sec.2.2] e [Maga93-

pp.107-108].) No Capítulo 4 ver-se-á que a recepção óptima dos sinais CPM baseia-se na interpretação 

dos mesmos como elementos dum espaço de Hilbert. 

2.2.1 – Distância euclidiana e probabilidade de erro 

Conhecendo a distância euclidiana (DE) entre os sinais si(t) e sj(t), definida no espaço linear , 

 jiijD ss   (2.18) 

a probabilidade Pe(si,sj) de se detectar sj(t) quando se enviou si(t) com AWGN é facilmente obtida 

recorrendo à função de erro modificada 
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ficando 



 

 22 

 











n

ij

jie

D
QP



2/
),( ss . (2.20) 

Sendo a DE mínima entre todos os sinais de  

 )(min
,

min ij
ji

DD   (2.21) 

define-se a distância euclidiana quadrática mínima normalizada (DEQMN) como 

 
bE

D
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2

2

min2

min   (2.22) 

onde Eb é a energia média de bit, já referida na Secção 2.1.3. 

Num tratamento vectorial dos sinais, os filtros adaptados de recepção, definidos por pares de 

Fourier hRj(t)HRj( f ), j {0, 1,..., m-1}, devem ter norma unitária de forma a serem elementos duma 

base do espaço , m-dimensional. 

Considere-se um canal com AWGN de DEP bilateral N0/2, já definida na Secção 2.1.3. Usando 

estes factos e a relação de Parceval, a potência do ruído, 2

n , à saída dos filtros de norma unitária é 

(supondo ergodicidade [Papo84, Skla88, Simo95]) 
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Usando (2.23) e sendo dij a normalização de Dij, como definida em (2.22), a expressão (2.20) fica 
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2.2.2 – Majorante union bound 

Sendo )( iP s  a probabilidade de decisão errónea na detecção do símbolo si, e supondo M 

símbolos equiprováveis, a probabilidade de erro de símbolo média é  
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A soma das probabilidades )( iP s  é inferior ou igual à soma de todas as probabilidades de erro 

entre apenas quaisquer dois símbolos, ),( jieP ss . Será igual apenas no caso de todas as ),( jieP ss serem 



Capítulo 2 – Conceitos em comunicação digital 

 23

disjuntas i,j. Assim, (2.24) é majorada por (union bound) 
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onde Pe(si,sj) foi definida na secção anterior. 

Na Figura 2.3 apresenta-se um exemplo muito simples em que se pode observar que a zona de 

probabilidade errónea (totalidade do sombreado) é inferior à soma das áreas associadas às 

probabilidades Pe(s1,s2) e Pe(s1,s3). 

Num canal apenas com AWGN, usando (2.24), o majorante (2.26) é então 
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Figura 2.3: Exemplo de uma majoração union bound com M=3. 

Para relações sinal-ruído elevadas, o acontecimento de erro predominante é o associado à distância 

mínima, dmin, ficando o majorante (2.27) dominado por esse acontecimento. A probabilidade de erro 

de bit obtém-se afectando Pe de uma constante, C, dependente do espaço de sinais, sendo geralmente 

próxima da unidade [Rimo89, AnAS86-pp.27-29,p.55]. Tem-se pois: 
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Existem outras aproximações mais próximas do desempenho real ([AnAS86-p.28, LaBu90]), mas 

(2.28b) é uma aproximação razoável, permitindo uma análise apenas dependente de 2

mind . 
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2.2.3 – Um caso particular: modulações binárias antipodais 

Em modulações binárias antipodais (e.g. 2-PAM4, BPSK) e em QPSK tem-se a muito conhecida 

22

min d . Estes resultados são normalmente demonstrados na literatura por via de uma representação 

vectorial de sinais. É esse procedimento que se mostra em seguida, com base na Figura 2.4, onde se 

subentende o uso da base ortonormada (cf. 5.1): 
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Em BPSK (M=2) tem-se: 
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Figura 2.4: Representação vectorial de sinais em modulações particulares. 

Em QPSK (M=4) tem-se: 
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Sendo a relação entre as energia de bit e de símbolo 
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  (2.32) 

então é fácil ver que em ambos os casos se tem D2=4Eb, ou seja, a conhecida DEQMN, 22

min d , 

                                                      
4 Pulse Amplitude Modulation. 
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resultando de (2.28b) o conhecido resultado 
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Em MSK (minimum shift keying) também se tem 22

min d , como se mostrará na Secção 3.1.4. 

Pode mostrar-se que uma base ortonormada para MSK não é um par de portadoras como (2.29) 

mas antes um par de portadoras moduladas (e.g. [Hayk88-Sec.7.3]). A modulação pode também ser 

vista como uma OQPSK (offset-QPSK) de impulsos suporte cosenoidais nos ramos em fase (I) e 

quadratura (Q). Partindo de uma modulação QPSK e atrasando os símbolos transmitidos em 

quadratura de Tb=Ts/2, obtém-se uma modulação OQPSK onde se transmitem Ns=Nb/2 símbolos, cada 

um associado à transmissão simultânea dos bits ai e bi em casa um dos ramos: 
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A MSK surge quando se usam impulsos de suporte rp(t) cosenoidais em (2.34), da forma (ver 

Figura 2.5) 
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Lembre-se que rect(t)=1 para |t|<1/2 e zero fora desse intervalo. 
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Figura 2.5: Impulso suporte rp(t) nos ramos I e Q para gerar MSK a partir 
da OQPSK. Note-se que se representa o tempo em termos de Tb=Ts/2. 

A forma destes impulsos pode também ser obtida no âmbito da decomposição de Laurent, que será 

apresentada na Secção 3.3.1.  

Notando que 
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o sinal MSK pode ser escrito como 
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sendo i os símbolos binários a transmitir e ias fases acumuladas no início de cada intervalo [Skla88-

Sec.7.9.2]. Em [ReCS92-pp.217-220] é apresentada uma abordagem detalhada destas relações. A 

interpretação de (2.37) é muito simples, reparando que os factores em cada ramo são as projecções nos 

ramos I e Q do afixo da fase complexa que assenta sempre sobre uma trajectória circular. Na Figura 

2.6 mostra-se a evolução dos sinais em fase e quadratura para uma sequência de De Bruijn de 8 bits 

em MSK (sequência que possui todas as sequências possíveis de 3 bits [MoPi99-Anx.C.2]), o que 

permite observar o que foi dito para a forma dos sinais. 
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Figura 2.6: Ramos em fase e quadratura da MSK para uma sequência de De 
Bruijn de 8 bits {+1, –1, –1, –1, +1, +1, +1, –1} com Rb=1 kbps, sendo 0=0. 

Tendo em atenção estes factos, a demonstração apresentada para o desempenho da QPSK é 

também válida para MSK. Como se disse, na Secção 3.1.4 apresentar-se-á uma demonstração no 

âmbito das modulações CPM. 

Na Secção 3.1.2 e no Anexo A a MSK é abordada como sendo um caso particular da modulação 

digital de frequência (FSK  frequency shift keying). 

t/Ts 
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Capítulo 3  

Modulação de fase contínua 

Este livro [o Universo] está escrito em linguagem matemática, e os símbolos são 

triângulos, círculos e outras figuras geométricas, sem a ajuda dos quais é 

humanamente impossível compreendermos uma única palavra dele. 

(Galileu, Il Saggiatore, 1623) 

 

(...) na simbologia usual da Lógica matemática, a proposição “f é contínua no 

ponto a” poderá traduzir-se pela forma seguinte: 

)|)()(|||(
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Na primeira parte desde capítulo definem-se os vários parâmetros que caracterizam um sinal CPM 

e mostram-se diferentes formas para a representação gráfica desta modulação. Alguns resultados 

conhecidos para modulações particulares são apresentados no contexto dos sinais CPM. São feitas 

comparações de esquemas CPM com vista a uma selecção do mais adequado para propor com uso 

conjunto com o receptor a apresentar na tese. Numa segunda parte, apresenta-se a concatenação da 

modulação com a codificação de canal convolucional. Por fim mostram-se as duas decomposições 

conhecidas para sinais CPM: a expansão de Laurent e a separação de Rimoldi. 

3.1 – Introdução à CPM 

Um sinal CPM sobre uma portadora com frequência fc e logo uma frequência angular c=2fc é, em 

geral, descrito por 

 )),(cos(
2

),( 0  γγ tt
T

E
ts c

s

s   ,  iTs  t  (i+1)Ts, (3.1) 

durante cada intervalo de símbolo, Ts, sendo a informação transportada na fase através de 

                                                      

1 J. Campos Ferreira, Introdução à Análise Matemática, p. 273, Fundação Gulbenkian, Lisboa, 1991. 
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i

sii iTtqht )(2),(  γ   ,  iTs  t  (i+1)Ts, (3.2) 

considerando uma fase inicial 0 Os símbolos i constituem a informação a transmitir, fazendo-se 
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i




 (3.3) 

com M  +. Os símbolos de canal i são, como em qualquer comunicação digital, obtidos por via de 

um mapeamento dos bits de informação (ou dos símbolos após codificação de canalver Anexo B), 

que pode ser linear ou não (ver Secção 3.2). Vai usar-se sempre M par. Sendo pouco usual, a definição 

de CPM com M ímpar é também possível, tendo sido usada por alguns autores (citados em [Rimo88]). 

O impulso de fase, q(t), define a contribuição do símbolo i para a evolução da fase em iTs  t  

(i+L)Ts, com L  +, sendo definido por 

 



t

dgtq  )()(  (3.4) 

onde g(t) define a evolução da frequência nesse intervalo. 

A definição de q(t) através de um integral impróprio reflecte o carácter cumulativo da fase. A 

influência de cada símbolo i permanece até ao fim da sequência γ , sendo isso traduzido no facto de 

q(t) se estender até + (na prática até ao último símbolo i transmitido). O impulso de frequência, g(t), 

é geralmente normalizado de forma a que  

 



0

2

1
)()(  dgtq . (3.5) 

Logo, os impulso de fase q(t) satisfazem 

 









sLTt

t
tq

,21

0,0
)( . (3.6) 

A normalização a 1/2 para t >LTs é a mais usual na literatura. Fazendo a normalização à unidade, a 

fase ),( γt  teria de ser metade de (3.2). Garante-se assim que a contribuição máxima de um símbolo 

para a evolução de fase durante um intervalo de duração LTs é (M-1)hi, sendo hi o índice de 

modulação nesse i-ésimo intervalo, definido por 

 
q

p
h i

i  . (3.7) 
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Os valores de pi e q devem ser inteiros primos  +. Em geral, durante um intervalo de símbolo Ts, 

(t) evolui hi radianos por cada um dos símbolos que actua sobre esse intervalo. Desta forma, a 

variação de fase introduzida é sempre múltipla de 2 /q (Figura 3.1) e o conjunto das fases 

acumuladas, i, (ou estados) possíveis é: 

 i









q

p
q

q

p

q

p iii  )1(,,2,,0     ,  para pi par (3.8a) 

 i









q

p
q

q

p

q

p iii  )12(,,2,,0   ,  para pi ímpar. (3.8b) 

A distribuição dos estados segundo a forma (3.8a) será crucial para o algoritmo de derivação de 

métricas que será apresentado no Capítulo 4. 

h

 
Figura 3.1: Fases acumuladas possíveis, i, durante um intervalo hi=pi/q. 

Os estados CPM são definidos em cada intervalo pelas associações 

  121 ,,,,  LiiiiiS    (3.9) 

O número de estados possíveis, S, será o produto do número de estados de fase pelo número de 

estados na memória de L símbolos. Assim, 

 S=qM L-1    ,  para pi par, (3.10a) 

 S=2qM L-1  ,  para pi ímpar. (3.10b) 

Escrevendo o índice de modulação na forma 

 
q

k
h i

i

2
  (3.11) 

tendo ki e q as mesmas propriedades de pi e q, o número de estados fica constante, dado somente por 

(3.10a). 

Uma modulação diz-se CPM multi-h se hi varia periodicamente ao longo da sucessão de intervalos 

de símbolos [iTs , (i+1)Ts], existindo H índices da forma (3.7), i.e. hi  {h1,h2,, hH}. Nestes esquemas 

é também útil definir o índice de modulação médio, h . 
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O período da treliça das fases depende da soma 


H

i
ip

1

. Se esta for par o período é Tp=HTs; se for 

ímpar o período é Tp= 2 HTs [BHMN81-p.171]). 

3.1.1 – Formatação 

Como se viu na secção anterior, a modulação apresentada possui sempre memória, mesmo quando 

L=1. Em cada início de símbolo (iTs) as transições de fase possíveis dependem do símbolo a 

transmitir, i, mas também da fase no instante inicial desse símbolo, i= (iTs). É possível aumentar a 

memória do sinal estendendo a influência de cada símbolo por mais do que um intervalo Ts. 

Distinguem-se então duas famílias de sinalização: 

i) L=1: sistema de resposta completa, em que a influência de cada símbolo está limitada a t[iTs , 

(i+1)Ts]; 

ii) L>1: sistema de resposta parcial, em que cada símbolo enviado influencia a fase durante mais 

do que um intervalo de símbolo (actua durante L símbolos i). 

O valor de L é geralmente anteposto ao nome do tipo de impulso usado. O nome dos impulsos 

deve-se à sua evolução na frequência. Isto acontece porque a forma mais simples de realizar um sinal 

CPM é fazer uma pré-formatação de impulsos (através de uma filtragem) e aplicá-los a um modulador 

FM (frequency modulation) [MoPa88, BDMS91]. Os impulsos de frequência, g(t), mais comuns são: 

 LRECrectangular com duração de L símbolos; 

 LRCcoseno elevado de duração L símbolos; 

 GMSKMSK com formatação gaussiana. 

Estes são os impulsos mais utilizados na literatura devido às suas características de mais fácil 

implementação (1º caso), ou de melhor comportamento espectral e de implementação razoável 

(restantes casos). Na Tabela 3.1 apresentam-se as expressões associadas a essas famílias. 

É usual usar como medida de comparação da largura de banda de modulações o valor BTs. Este 

valor é o inverso da eficiência espectral  definida por (2.14). Em GMSK, B3dB é a largura de banda 

definida a 3 dB do filtro gaussiano. Valores de B3dBTs=0.5 são usuais [HuFH00], porém não se pode 

inferir directamente que =2 uma vez que a definição de largura de banda considerada usualmente na 

definição de não é a a largura de banda a 3 dB (cf. Secções 2.1.3 e 3.1.5). 
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Tabela 3.1: Impulsos de frequência mais comuns. 
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Na Figura 3.2 é possível observar a forma dos impulsos de fase associados ao caso 1REC e 1RC , 

usando os impulsos da Tabela 3.1 e aplicando a expressão (3.4). Na Figura 3.3 mostra-se a evolução 

da fase para um caso binário com um h elevado de forma a realçar a diferença provocada por estes 

dois impulsos de fase. 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2: Impulsos de fase LREC e LRC. 

A escolha dos impulsos de fase foi, desde os primórdios, uma escolha heurística. Uma investigação 

recente teve como objectivo procurar o impulso q(t) óptimo. A busca foi numérica (interpolação com 

spline curves) [SvSv01, Sven00]. Os impulsos óptimos encontrados variam para diferentes M, h e L, 

no entanto são sempre muito próximos do impulso GMSK. O ganho alcançado sobre o GMSK é 

sempre muito modesto (0.2 - 0.3 dB). Apenas para M=4, L=6 se encontrou um impulso que produziu 

um ganho de 0.9 dB. Um resultado importantes desse trabalho é a verificação que o aumento sucessivo 

da duração L depara com uma limitação de ganho. Conclui-se pois que existe uma limitação à 

existência de modulações com ganhos muito superiores dentro desta formulação de CPM. A busca de 

melhores esquemas em termos de ganho teria de prosseguir na família de CPM multi-amplitude 

[Proa01-pp.199-201], prescindindo da envolvente constante e logo de uma boa eficiência de banda. 

LREC 

LRC 

0 
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Figura 3.3: Evolução da fase com h=1, M=2 e com impulsos de fase 1REC 
(tracejado) e 1RC (sólido) para uma sequência de De Bruijn de 8 bits {+1, –1, –1, –1, 
+1, +1, +1, –1}. 

A família de sinais CPM com formatação 1REC é geralmente denominada CPFSK (continuous 

phase frequency shift keying). Como casos particulares destas famílias destacam-se as modulações 

MSK e a FSK de Sünde. Estas modulações são uma instância da CPM geral, porém são lineares. A 

análise separada dos ramos em fase e quadratura mostra a existência de linearidade em ambos 

[AnAS86-p.233], sendo o receptor óptimo linear. Ao contrário, os sistemas de resposta parcial não têm 

uma modulação linear no ramo em quadratura e, por isso, um receptor linear não será óptimo [Sund86-

pp.31-32]. 

As características particulares da família CPFSK permitem a existência de uma técnica de recepção 

muito simples, muito semelhante a uma recepção PAM, desde que os símbolos transmitidos sejam 

codificados no emissor de uma forma diferencial, sendo o processo diferente no ramo em fase e 

quadratura. Essas pré-codificações foram definidas em [Baie90] e o procedimento foi denominado por 

derotation technique. 

3.1.2 – Modulações particulares 

Na Tabela 3.2 apresentam-se os parâmetros que particularizam a expressão geral de CPM para as 

modulações MSK e FSK de Sünde. A única diferença entre estas é a duplicação do índice de 

modulação, tendo-se um sinal FSK de Sünde que é intrinsecamente contínuo (ver Anexo A.4), mesmo 

quando é construído simplesmente por comutação entre duas sinusóides (separadas por 1/Tb). Assim, 

esta modulação pode ser encarada como um sinal CPM sem memória. Além desta modulação ocupar o 

dobro da banda da MSK, tem um comportamento de potência inferior. Isso deve-se à existência de 

t/Ts 
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uma risca espectral permanente, que não transporta informação (ver espectros na Secção 3.1.5). A 

adição de memória no caso MSK elimina essa penalidade de potência, sendo o desempenho da MSK 

3dB superior ao da FSK de Sünde. No Anexo A abordam-se estes tópicos, partindo da natureza FSK 

das modulações referidas. 

Deve salientar-se que na Tabela 3.1 estão expressos os impulsos de frequência enquanto que na 

Tabela 3.2 são apresentados os impulsos de fase. A escolha está associada aos objectivos da 

apresentação de cada uma das tabelas. No primeiro caso pretende-se justificar a nomenclatura das 

famílias CPM, que é definida pelo impulso de frequência g(t). No segundo caso pretende-se 

reconhecer casos particulares de CPM que são muito conhecidos noutros contextos. O reconhecimento 

directo através da fase é preferível para tal. 

A Tabela 3.2 inclui também o caso BPSK que, não tendo fase contínua, também pode ser vista 

como uma particularização de (3.1) e (3.2), surgindo quando a transição de fase, q(t), é uma função de 

Heaviside (escalão), uH(t). A não continuidade de fase advém de q(t) não ser diferenciável em t=0. 

Uma modulação só pertencerá à família CPM se os impulsos de fase forem diferenciáveis no intervalo 

fechado [0 , Ts]. 

Tabela 3.2: Parâmetros de CPM de modulações particulares. 

MSK FSK de Sünde BPSK 

h=1/2 
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Para o impulso 1REC o sinal CPM pode ser escrito na forma 
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1i

i
iii h    mod 2. (3.12b) 

Note-se que (3.12b) é a fase acumulada até ao início do símbolo i. 

Restringindo (3.12a) para o caso MSK e aplicando a Tabela 3.2, a expressão (3.12a) pode ser vista 
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como sendo uma modulação FSK com o conhecido resultado para a frequência de desvio (e.g. 

[CaCR02-p-622]): 

 
44

1 b
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T
f  . (3.13) 

Em FSK de Sünde tem-se 
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b
d

R
f  . (3.14) 

Em geral, a CPFSK pode ser vista como uma modulação de frequência, sendo as frequências de 

desvio 
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T
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 . (3.15) 

Isto permite uma detecção não coerente em esquemas binários (M=2) como o MSK e GMSK, 

embora com uma degradação do desempenho de 3 dB [Skla88-Sec.7.9.2.1] (cf. Anexo A.3). 

No Anexo A.2 e A.3 mostra-se que a MSK possui o menor espaçamento entre frequências, f1 e f2, 

para as quais existe ortogonalidade entre si. O nome da modulação advém precisamente desse facto. A 

MSK é também chamada de FFSK (fast frequency shift keying) por ser considerar que a banda é 

apenas [fcRb/4, fc+Rb/4], considerando-se por isso uma eficiência espectral 2, i.e., dupla da FSK de 

Sünde (e.g. [CaCR02-Sec.14.1])cf. Secção 3.1.5. 

Em suma, a MSK pode ser interpretada como uma modulação 4-QAM2 (cf. Secção 2.2.3), como 

uma modulação de frequência, tendo um receptor convencional para uma BFSK (e.g. [ZiTr95-p.536]), 

ou ainda como uma CPM. 

A formatação GMSK foi proposta em 1981 como uma técnica de pré-modulação para evitar as 

transições abruptas da frequência existentes em MSK [MuHi81]. Foi então proposto que os impulsos 

rectangulares na frequência fossem filtrados por um filtro gaussiano. Assim, o impulso de frequência 

da Tabela 3.1 é o resultado da convolução que define no tempo a filtragem desejada: 

 )(
2

1
)( th

T

t
rect

T
tg g

ss











  (3.16a) 

                                                      

2  A modulação 4-QAM coincide com a QPSK, sendo mais comum identificá-la por este nome. Contudo 4-QAM 

também surge na literatura [Proa01- Sec.5.2.9, Hayk88-p.321]. Usa-se este nome para sublinhar a modulação e 

formatação dos dois ramos I e Q. 
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 (3.16b) 

e rect(t) é a função rectângulo de integral unitário, já usada na Tabela 3.1. 

A GMSK é usada no sistema GSM [ZvJK99]. Embora seja uma versão filtrada da MSK, possui o 

mesmo carácter de BFSK (binary frequency shift keying) e logo a aquisição do sincronismo fica 

facilitada (ver Secção 4.8). 

O processo de detecção dum esquema CPM geral  é mais simples interpretando-a como uma 

modulação de fase em vez de frequência. Será essa a via adoptada no desenvolvimento do receptor 

proposto no Capítulo 4. 

3.1.3 – Representações gráficas 

Mostrou-se já que no fim de cada intervalo de símbolo (t=iTs) a fase apenas pode pertencer a um 

conjunto limitado de valores. Estes podem ser vistos como sendo os S estados de uma cadeia de 

Markov de ordem L, como se infere de (3.9). Uma vez que a informação é transportada ao longo das 

transições de fase, não é possível associar aos símbolos um conjunto de fases discretas, i.e., uma 

constelação tradicional no plano complexo (Figura 3.4). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.4: Constelações de modulações cujos símbolos se detectam num 
instante do intervalo Ts onde o sinal possui uma dada fase e amplitude. 
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Por este facto, as representações gráficas mais adequadas para CPM são a árvore de fases e, numa 

forma mais sucinta, a treliça3 condensada (ou simplesmente treliça) como se na mostra na Figura 3.5. 
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Figura 3.5: Duas representações gráficas possíveis para MSK. 

A treliça representa as transições (módulo 2) numa zona suficientemente afastada do estado 

inicial, uma vez que nessa zona nem todos os estados (e transições) são possíveis. Qualquer destas 

representações define completamente um sinal CPM à parte da fase inicial, 0, e da frequência da 

portadora, fc. Representações feitas através de uma máquina de estados ou de um grafo são também 

úteis. É de salientar a existência de apenas dois declives diferentes na árvore de fases, que 

correspondem às duas frequências indicadas em (3.13) e no Anexo A.3 ( f = d/dt). 

Uma possibilidade é acrescentar uma terceira dimensão (tempo) e construir o chamado cilindro de 

fases, cuja superfície é definida pela evolução temporal do afixo de amplitude constante tal como se 

exemplifica em seguida. 

Na Figura 3.6 apresenta-se a evolução da fase (t, ) associada a uma sequência de 16 símbolos i. 

A modulação usada tem impulsos suporte na frequência 1REC, h=1/6 e M=8 (a fase inicial não é zero 

mas sim h/2, para antecipar o que será estipulado na Secção 4.5.1). 

 

 

 

                                                      

3 Trellis em inglês. 

(b) Treliça (a) Árvore de fases 

(t,) 
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Figura 3.6: Evolução de fase num exemplo com h=1/8, M=8, 1REC. 

Recorrendo ao cilindro de fases, este exemplo é representável tal como de mostra na Figura 3.7. 
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Figura 3.7: Cilindro de evolução da fase com h=1/8, M=8, 1REC e a 
mesma sequência da Figura 3.6. 

 

Na Figura 3.8 mostra-se a evolução das componentes I e Q em banda de base associadas à 

transmissão da mesma sequência, explicitada na Figura 3.6(a). 

Na Figura 3.9 sobrepõe-se à árvore da MSK, já representada na Figura 3.5(a), a árvore que se 

obtém quando se modifica a forma do impulso de frequência de 1REC para 1RC. 

 

(b) Evolução da fase (em radianos) (a) Sequência i

t/Ts 
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t/Ts 
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Figura 3.8: Evolução das componentes sI e sQ com h=1/8, M=8, 1REC e a 
mesma sequência da Figura 3.6. 

 

 

Figura 3.9: Árvore de estados com impulsos 1RC, h=1/2 e M=2 (traço contínuo). 
Sobrepõe-se (a tracejado) a árvore da MSK (diferem apenas os impulsos de fase). 

3.1.4 – Métricas 

O conceito de distância euclidiana é importante para a análise do desempenho da CPM em termos 

de probabilidade de erros e constitui o cerne do receptor de sequências por máxima verosimilhança 

(MLSDmaximum likelihood sequence detection) para CPM, uma vez que se prova que a DE é a 

métrica óptima com que um algoritmo MLSD deve operar (ver Secção 4.2.1 e Anexos C e D). 

A DE quadrática entre dois sinais associados a duas sequências,  e ’, é 

t/Ts 

(t,) 



Capítulo 3 – Modulação de fase contínua 

 

 39

  





0

2

:,

2

min ),(),(min),( dttstsD γγγγ


 (3.17a) 

       





1

0

22
sN

i
ib dE  (3.17b) 

onde 2

id é a distância incremental normalizada que ocorre durante um intervalo de símbolo, dada por 
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Usando trigonometria, mostra-se facilmente [Proa01-p.288, AnAS86-Sec.2.2.3, AuSu81] que a 

DEQMN, definida em (2.21), depende da diferença de fases durante cada intervalo: 
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Substituindo (3.1) em (3.18), calculando o integral (3.19) assumindo que 2f0Ts>>1 e definindo a 

diferença de fase no instante iT como 

 ),(),( γγ  ssi iTiT   (3.20) 

a distância incremental normalizada (3.18) simplifica-se para [Lane90, Rimo89, AnAS87-p.62] 
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Estas relações mostram que 2

id  depende apenas da diferença de fase entre o início e o fim de cada 

símbolo. Mostram também que 2

id  é simétrica em relação a i e i+1, pois é indiferente à troca de 

i+1 e i . 

A aplicação de (3.21) conduz de imediato ao resultado conhecido para MSK. Recorrendo à árvore 

de estados da MSK, representada como se mostra na Figura 3.5, é imediato verificar que, após uma 

divergência de fases, o intervalo mínimo até que possa haver uma nova coincidência de fases é de dois 

intervalos de símbolo. O processo é, em geral para quaisquer estados de fase, descrito na Figura 3.10. 

Usando (3.21) para ii+1 com i=0 e i+1=, tem-se então em MSK 2

mind =di+di+1=2, que é o 

resultado conhecido. 
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Figura 3.10: Obtenção da distância mínima em modulações particulares. 

Embora a BPSK não seja uma CPM, as expressões (3.17)-(3.21) permanecem válidas nesse caso. O 

cálculo da DEQMN é exactamente o mesmo que efectuado no caso MSK uma vez que também se tem 

i+1=, obtendo-se novamente o valor conhecido 22

min d . 

Os primeiros autores em CPM apresentaram um algoritmo de cálculo de distâncias euclidianas 

[AnTa78, AnAS86]. O método baseia-se na procura de caminhos que divergem a certo momento do 

caminho correcto (considera-se o caminho correcto o dos estados invariantes “0 radianos”, sem perda 

de generalidade) e que se volta a fundir mais tarde com ele. Essa informação é extraída da árvore de 

estados da modulação (ver Secção 3.1.3), seleccionando-se os caminhos de erro mais prováveis (ver 

[Pint98-Sec.2.3.1]). O método implica o teste de vários caminhos divergentes, calculando-se as DE 

quadráticas normalizadas associadas a cada um deles. Por fim toma-se a menor dessas DE' como 

sendo a DEQMN. Os autores apresentaram um extenso conjunto de resultados para vários esquemas 

CPM [AnAS86, AuSu82, AuSu81, AuRS81]. O método descrito é ainda hoje aplicado para a obtenção 

das 2

mind  dos esquemas CPM. 

3.1.5 – Eficiência espectral e de potência 

A redução da banda ocupada por um sinal CPM pode conseguir-se aumentando a M-aridade, 

usando impulsos de fase mais suaves, ou diminuindo o índice de modulação h [AuSu91, Rodr97, 

WiGa81]. Em sistemas multi-h é o índice médio h  que deverá ser reduzido, assumindo um papel 

análogo ao de h nos sistemas mono-h [Rodr97,SaMo91]. As duas últimas técnicas permitem menores 

variações da fase durante cada intervalo de símbolo e, logo, do desvio instantâneo de frequência. 

Recorde-se que este é proporcional à derivada ),( it   . 

Supondo que os símbolos são equiprováveis, estatisticamente independentes e incorrelacionados, a 

densidade espectral de potência (DEP) das modulações mais comuns em sistemas via rádio são obtidas 

sem grande dificuldade, vindo: 
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 MSK (e.g.[CaCR02-pp.623]): 
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 FSK de Sünde (adaptando [CaCR02-pp.620-621]): 
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 QPSK e OQPSK. Estas têm o mesmo espectro (e.g. [OhWK97-p.210]): 
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O espectro da BPSK tem a mesma forma mas é duplamente mais largo (Ts=Tb): 
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Estas expressões estão representadas na Figura 3.11. 
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Figura 3.11: Densidade espectral de potência das modulações OQPSK (igual à da 
QPSK), MSK e da BFSK de Sünde. Apresentam-se as DEP em função da frequência 
normalizadas ao ritmo de transmissão Rb e centradas em fc (extraída de [MoPi99]). 

Observando as expressões (3.22)-(3-25) e a Figura 3.11 pode concluir-se que: 

i) Em BFSK de Sünde existem riscas espectrais constantes, não associadas ao transporte de 

informaçãocf. (3.23). É fácil mostrar que a elas está associada metade da potência do sinal, 

logo há uma degradação do desempenho de 3dB relativamente a MSK [CoMc86-pp191] ; 

S ( f ) 

[dB] 

( f  fc )Ts 

 

OQPSK=QPSK 
MSK Sünde 

 

 -23dB 
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ii) Em BFSK de Sünde o lobo principal é o maior. A atenuação dos lobos secundários é a mais 

lenta de entre as modulações consideradas; 

iii) Com MSK o lobo principal é maior que em QPSK, porém os lobos secundários decaem muito 

mais depressa. Note-se que o segundo lobo é atenuado 23dB. 

Na Figura 3.12 localiza-se o desempenho dos esquemas CPM mais interessantes no plano de 

eficiências de banda e potência (para uma Pb de 10-5)cf. Figura 2.2. Uma observação desprevenida 

da figura poderá levar a conclusões erradas acerca do interesse em escolher a CPM. O ponto fulcral 

que torna a comparação muito favorável para a CPM é que esta consegue eficiências de banda 

próximas das M-QAM mas com sinais que mantêm a envolvente constante em todo os instantes. Uma 

modulação BPSK ou QPSK ocupam uma largura de banda ilimitada. A sua filtragem implica uma 

flutuação de envolvente e, pior, interferência inter-simbólica (ISIintersymbol interference). A 

anulação da ISI implica o uso de impulsos suporte de Nyquist (filtragem de Nyquist), ou seja, com 

flutuação de envolvente. Nesse caso a ISI é nula apenas no instante óptimo de amostragem; fora desse 

instante será tanto mais elevada quanto menor for a banda do filtro de Nyquist. Note-se que a 

comparação da Figura 3.12 está a ser feita com modulações com filtragem de Nyquist ideal (filtros 

passa-banda rectangulares com largura de banda B=Rs(1+), com o factor de excesso de banda, , 

nulo), logo com uma flutuação de envolvente muito acentuada. Este problema é extensivamente 

abordado em [MoCe00, MoCe99, MoPi99]. 
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Figura 3.12: Comparação das eficiências espectrais de várias modulações para 
Pb =10-5 em presença de AWGN (com dados de [Proa01-p282, AnSu91]).  
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A MSK localiza-se numa região menos favorável do plano de eficiências, fora da região dos 

esquemas CPM mais elaborados. No entanto, na Figura 3.13 é possível observar a melhoria que esse 

esquema, mesmo que trivial, apresenta face às uma modulações antipodais tradicionais. As 

percentagens de potência fora de banda estão representadas em dB. Salienta-se que a banda 

normalizada ao ritmo binário apresentada na Figura 3.13 é a unilateral (B99.0Tb/2). 

É de notar que a conhecida relação de duplicação de banda entre QPSK e BPSK é constatável na 

diferença aproximadamente constante de 3 dB entre as duas curvas. 

Para a maior parte dos casos pode ser dito que: se a derivada de ordem n do impulso de fase, qn(t), 

é a derivada de menor ordem que não é contínua em toda parte, então a DEP decai com f 2(n+1) 

[ZiPe85-p.230]. Por exemplo o impulso 1REC não tem derivadas (n=1), logo a DEP da CPFSK decai 

assimptoticamente com f 4 (ver MSK na Figura 3.11 e cf. [WiGa81]). O espectro dos sinais com 

impulsos 1RC decai com f 8, independentemente dos valores de M e h [Rodr97 -pp.41-42, AuSu81-

pp.207-208]. Esta melhoria do comportamento espectral assimptótico faz-se acompanhar por um 

primeiro lobo superior ao dos esquemas com formatação 1REC (CPFSK). Este fenómeno pode ser 

interpretado intuitivamente, invocando a presença de declives na fase superiores aos do 1REC durante 

algumas porções do impulso q(t). 

 

 

 

Figura 3.13: Percentagem da potência (em dB) fora da banda (unilateral). 
Comparação de MSK com BPSK e QPSK (adaptada de [ZiTr95-p.561]). 
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Em [Proa01-Sec.4.4.2] podem ser consultadas várias DEP’s associadas a diferentes combinações 

de parâmetros h, g(t) e M. Alguns espectros de sinais multi-h são mostrados em [WiGa81, Rodr97]. 

Em [AnSu91, AuSu82] encontram-se sumários dos resultados conhecidos para as características de 

eficiência em banda e potência para o caso de esquemas mono-h. O mesmo foi feito para esquemas 

multi-h em [SaMo91]. 

O compromisso entre a largura de banda e o ganho de potência também se faz sentir em CPM, 

sendo esse compromisso regulado pelo índice de modulação h, quando se mantém L constante. Tem-se 

que a largura de banda dos sinais CPM se reduz quando se diminui o valor de h. Porém, esta 

diminuição de h implica uma menor variação de fase entre símbolos consecutivos e, logo, uma 

diminuição da distância mínima, ou seja, do ganho de codificação. Vários autores realizaram uma 

busca exaustiva e verificaram que para h<1/3 tem-se mesmo uma perda de eficiência de potência 

(ganho negativo) para as modulações de complexidade tolerável (M8) quando se compara com a 

MSK. Nesses casos tem-se 22

min d , qualquer que seja o número de índices modulação H [AuSu81]. 

Em sistemas multi-h, com h desta ordem de grandeza, conseguem-se DEQMN’s superiores a 2 

[SaMo91], provando a vantagem da adição de mais memória na modulação. 

Em [Pint98, Rodr97] foram estudados os desempenhos dos esquemas multi-h (2/4, 3/4) e (3/8, 4/8) 

1REC em canais de comunicações móveis. Em [ZiPe85-Sec.4.6.3] são apresentados os espectros 

absolutos e a percentagem de potência fora de banda dos esquemas (2/4, 3/4), (3/8, 4/8) e (1/4, 2/4), 

todos com formatação 1REC e do (4/8, 5/8, 6/8) 1RC. Aí também se encontram os resultados para o 

esquema (3/8, 4/8, 5/8), quer para impulsos 1REC quer para 1RC. Nos casos 1REC, a potência fora de 

banda na zona de interesse prático (até -30 dB) é sempre inferior à da curva para MSK em cerca de 2-3 

dB. No caso 1RC a curva só é inferior (10 dB abaixo de MSK) a partir de B99Tb3 (note-se que a 

Figura 3.13 está em função de B/Rb=BTs, logo este valor corresponderá nela à abcissa B99Tb1.5). 

É de notar que todos os esquemas seleccionados pelos autores citados possuem um número de 

estados S que é múltiplo de 4. Esta propriedade permitirá justificar uma das simplificações propostas 

para o receptor (derivação de métricas), como se descreverá no Capítulo 4. 

Já se viu na Secção 3.1.4 que o desempenho (em potência) é analisável conhecendo simplesmente a 

DEQMN. Na Figura 3.14 apresentam-se os limites superiores (upper bound), 2

Bd , conhecidos para a 

DEQMN de esquemas mono-h para várias M-aridades. O facto de o aumento da M-aridade da 

modulação parecer conduzir sempre a aumentos da DEQMN não deverá surpreender. Lembre-se que o 

teorema da capacidade de Shannon antevê a possibilidade duma aproximação à capacidade do canal, 

embora à custa duma complexidade crescente na modulação. 

A comparação de esquemas CPM tem de ter em conta, como em qualquer sistemas de transmissão 

digital, quer a banda utilizada (dada em termos de BTb ou ) quer o desempenho (em termos da 
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BER). Em CPM é comum usar como referência um ganho de potência medido em relação à MSK. 

Recordando que a MSK tem uma DEQMN de 2, esse ganho é 

 









2
log10

2

mind
G . (3.26) 

 
 

Figura 3.14: Limite superior para a DEQMN de esquemas mono-h M-ários em 
função do índice de modulação (adaptada de [AnAS86-p.63, Proa01-p.290]). 

As curvas 2

Bd  da Figura 3.14 constituem uma boa indicação para a escolha de índices de 

modulação para cada M escolhido, embora seja de realçar que nem em todos os índices de modulação 

o valor do limite (estimado por Anderson, Aulin e Sundberg) é atingido. É preciso verificar sempre se 

os esquemas não são catastróficos, isto é, se para um certo h o esquema não possui um mínimo local 

de 2

mind , muito menor que 2

Bd . 

Um resultado interessante que se pode observar na Figura 3.14 é que o aumento da M-aridade da 

modulação conduz a DEQMN’s superiores e logo a uma melhoria no desempenho. Isso é 

precisamente o contrário do que sucede quer nos processos de modulação lineares, quer na própria 

transmissão em banda de base. Esta melhoria do desempenho tem como contrapartida o aumento do 

número de estados de fase, isto é, da complexidade do receptor. Este comportamento é semelhante à 

adição de complexidade por via da inserção de um codificador de canal (Anexo B) num sistema com 

uma modulação linear. Este argumento será reforçado na Secção 3.3.2, quando se interpretar a CPM 

como uma modulação linear codificada. 

Na Tabela 3.3 apresentam-se os h óptimos para cada valor de M, isto é, que maximizam 2

mind . 

M=2 

M=4 

M=8 

M=16 

h 

2

Bd
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Tabela 3.3: Valores óptimos do índice de modulação para esquemas mono-h 
M-ários e correspondentes DEQMN’s (extraída de [AuSu81-p.204]). 

M h óptimo 2

mind  G [dB] 

2 0.715 2.434 0.85 

4 0.914 4.232 3.26 

8 0.964 6.141 4.87 

16 0.983 8.088 6.07 

32 0.992 10.050 7.01 

 

Na Figura 3.14 vê-se que as curvas do limite superior para a DEQMN exibem máximos locais em 

h=1/2. Porém, a DEQMN nesse ponto é diferente desse limite. Na verdade mostrou-se por simulação 

[AuSu81] que a DEQMN tem um mínimo local em h=1/2 assim como em outros h conforme se pode 

observar na Figura 3.15 para o esquema 4-CPFSK e na Figura 3.16 para o esquema 8-CPFSK. As 

figuras mostram os resultados obtidos em função do número de intervalos de símbolo, N, considerados 

para o cálculo da expressão (3.17) através de simulações. Observa-se que em ambos os esquemas 

CPM os índices de modulação h=0.45 ou h0.63 conduzem a um máximo local da DEQMN. O valor 

h=0.45 ainda se pode considerar afastado de h=1, sendo por isso de antever que permita uma razoável 

compactação espectral. 

 

Figura 3.15: Evolução das DEQMN’s de CPM com M=4 e impulsos 
1REC (adaptada de [AuSu81]). N é o número de intervalos de símbolo 
que os autores consideraram entre pontos de fusão de caminhos. 

)(2

min hd
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Figura 3.16: Evolução das DEQMN’s de CPM com M=8 e impulsos 
1REC (adaptada de [AuSu81]). N é o número de intervalos de símbolo 
que os autores consideraram entre pontos de fusão de caminhos. 

Todos os estudos em CPM codificada procuram a melhor relação em termos de potência, banda e 

complexidade, tendo-se observado em todas a soluções que:  

i) A distância euclidiana, da qual o desempenho depende, aumenta em geral à custa da expansão da 

banda requerida, tal como é comum nas modulações digitais; 

ii) A banda é reduzida à custa do aumento da complexidade: ou aumentando a M-aridade ou 

reduzindo o índice de modulação; i.e, em ambos os casos, aumentando o número de estados da 

modulação. 

Os esquema de resposta parcial conseguem uma redução de banda (maior suavidade das transições) 

incrementando a distância euclidiana (devido ao aumento da memória da modulação). Porém estas 

vantagens são conseguidas à custa dum grande aumento do número de estados a detectar. Por este 

motivo a hipótese da sua consideração neste trabalho foi eliminada. Por outro lado, os sistemas de 

resposta parcial parecem exibir um efeito de saturação, quer no desempenho em potência quer na 

redução espectral, ao incrementar-se a extensão dos impulsos de fase. Sendo assim, existe uma 

limitação para a possibilidade de encontrar, por essa via, formatações com envolvente constante mais 

eficientes em banda e potência [Sven00]. 

Na Figura 3.17 são comparados vários esquemas conhecidos através da representação conjunta da 

banda bilateral normalizada ao ritmo binário e do ganho G. Destaca-se que esta figura confirma o 

)(2

min hd
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índice de modulação h=0.45 como sendo uma muito boa escolha no caso das modulações 4-CPFSK e 

8-CPFSK, tal como se tinha concluído das Figuras 3.14 e 3.15. 
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Figura 3.17: Comparação conjunta do desempenho e largura de banda B99.0 para 
esquemas M-CPFSK. A comparação é feita fixando o ritmo binário, Rb (com 
dados de tabelas e gráficos de [SaMo91, AuSu82,AuSu81]). 

Os valores de alguns dos esquemas CPM podem também ser consultados na Tabela 3.4. Nesta 

tabela apenas se incluíram os esquemas cujo índice de modulação era indicado nas referências ou era 

possível conhecê-lo através do cruzamento de referências. Tal como na Figura 3.17, destacam-se na 

tabela os esquemas com melhor compromisso entre ganho e largura de banda e que, para além disso, 

possuem um número de estados, S, que respeita a condição principal que permite a aplicação desses 

esquemas conjuntamente com o receptor proposto do Capítulo 4. 

Tabela 3.4: DEQMN’s de alguns esquemas M-CPFSK e correspondentes e ganhos 
(com dados de tabelas e gráficos de [SaMo91, AuSu82,AuSu81]) 

M h=p/q h S B99.0Tb 
2

mind  G [dB] 

4 1/4 0.250 8 0.80 1.45 -1.38 

4 2/5 0.400 10 1.08 3.04 1.82 

4 9/20 0.450 40 1.18 3.60 2.56 

8 1/8 0.125 16 0.54 0.60 -5.23 

8 3/10 0.300 20 1.00 3.00 1.76 

8 9/20 0.450 40 1.40 5.40 4.31 
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Finalmente, na Tabela 3.5 apresentam-se os esquemas multi-h que possuem o melhor equilíbrio 

entre as eficiências de banda e de potência.  

Tabela 3.5: Características de esquemas multi-h atraentes (e MSK) 
[Pint98, Rodr97, SaMo91, AuSu81-p.208, MuHi81]. 

Esquema multi-h H G [dB] B95.0Ts B99.0Ts B99.5Ts 

MSK 1 0 0.78(4) 1.20 2.76 2-4 

(7/16, 8/16) 2 2.19 0.90 1.18 1.36 21 

(6/16, 7/16, 8/16) 3 2.10 0.86 1.18 1.32 20 

(6/14, 7/14) 2 2.07 0.88 1.18 1.36 19 

(5/14, 6/14, 7/14) 3 1.96 0.86 1.16 1.30 16-18 

(4/10, 5/10) 2 1.72 0.88 1.18 1.32 11 

(6/15, 7/15) 2 1.67 0.86 1.16 1.30 20 

(4/16, 6/16, 7/16, 8/16) 4 1.65 0.80 1.12 1.28 7-20 

(5/15, 6/15, 7/15) 3 1.53 0.80 1.12 1.28 20 

(4/12, 5/12, 6/12) 3 1.47 0.82 1.16 1.30 13 

(3/8, 4/8) 2 1.45 0.86 1.18 1.32 8 

 

As considerações associadas aos sistemas de resposta parcial são extensíveis aos esquemas multi-h. 

O parâmetro  é a profundidade de decisão do algoritmo MLSD usado (ver Anexo E). Quando se 

indica um intervalo de valores para  tal significa que o ganho de potência do esquema não se altera 

dentro dessa gama. 

3.2 – CPM com codificação de canal 

Neste trabalho considera-se apenas a codificação convolucional (ver Anexo B) por ser a mais 

estudada em concatenação com CPM. 

A cada iteração, os bits de informação entram no codificador agrupados em blocos iα  

)}(,),2(),1({  iii  . A sequência codificada é ela própria composta de sequências, tal que, 

},,{ 21 βββ  , onde )}(,),2(),1({  iiii β . 

Cada símbolo codificado obtém-se dos bits de informação segundo 

                                                      

4 Este valor corresponde a B90,0Ts e não a B95,0Ts [AuSu81-p.208] sendo por isso inferior ao que seria comparável 

com os restantes valores da coluna. 
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onde gk(j,m) é 1 quando i-k deve ser somado na j-ésima linha do codificador e 0 caso contrário. 

Em qualquer processo de codificação de canal é possível definir uma razão do código por 

  (3.28) 

Pode também definir-se uma memória do código como [HoMc88] 

 K=K1+K2+ Kn++K (3.29) 

em que Kn é a memória de cada linha de atraso do codificador convolucional. 

O esquema geral duma concatenação série de codificação convolucional com CPM 

(SCCPMserially concatenated CPM) é apresentado na Figura 3.18.  
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Figura 3.18: Concatenação da codificação com CPM.  

Os símbolos i a transportar em CPM obter-se-ão neste trabalho através do uso de um mapeamento 

natural, formalmente descrito por 

 12
1

1)( 








 


 M
j

jj

ii


  (3.30) 

sendo {i
(1), ,  i

()} a saída do codificador no intervalo i, tal como representado na Figura 3.18. Na 

Tabela 3.6 mostra-se o mapeamento deste tipo no caso de M=4. 

Tabela 3.6: Mapeamento natural no caso de M=4. 

i i 

00 3 

01 1 

10 +1 

11 +3 
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A introdução de um codificador de canal alarga de um factor 1/ a banda requerida em RF. A 

investigação realizada em esquemas codificados foi sempre feita considerando válida esta forma de 

extrapolação da banda da CPM simples para a codificada. 

Como se disse na Secção 1.2.1, a busca de códigos foi historicamente a terceira linha de 

investigação. Inicialmente, a busca foi meramente heurística [PiWi85, LiSA84] até que Ho e McLane 

propuseram critérios de procura de códigos que minimizam o conjunto de códigos possíveis. As regras 

de mapeamento propostas inicialmente em [HoMc88] são: 

1- Os M símbolos de canal são divididos em dois subconjuntos M1 e M2. Cada subconjunto 

contém M/2 símbolos de canal e M1 e M2 são disjuntos; 

2- Às transições originárias do mesmo estado são atribuídos símbolos de M1 ou M2; 

3- Às transições que convergem para um mesmo estado são atribuídos símbolos de M1 ou M2; 

4- Seja i a saída associada ao estado Si= ))(,),(,,,,( 1

)1(

11


KiiKii 
  do codificador 

convolucional, o estado complementar iS , devido à sequência de entrada α , então a saída 

associada a iS  deve ser -i. α  é a sequência cujos elementos são o complemento para 2 dos 

elementos de α . 

Note-se que a última regra impõe uma simetria enquanto que as restantes seguem de perto as regras 

de partição de Ungerboeck para TCM no âmbito da codificação de canal [Unge82]. 

Existem 2 códigos com K=2, 10 códigos com K=3 e 44 códigos com K=4 que cumprem os critérios 

definidos [HoMc88]. É interessante observar que, observando estes critérios, os resultados destes 

autores conduziram à selecção dos mesmos códigos obtidos por busca exaustiva nos trabalhos 

anteriores. 

Em [AnSu91] são apresentadas curvas para os limites teóricos simultâneos de eficiências de banda 

e potência para vários esquemas concatenados. O esquema concatenado de CPFSK com parâmetros 

(=2/3,K=3, M=8, h=1/6) atinge o limite superior esperado para os esquemas octonários (M=8) 

concatenados com códigos de razão , sendo os seus 48 estados um número aceitável. 

Na Figura 3.19 compara-se esse esquema com os de razão 1/2, que foram historicamente os 

primeiros a serem investigados [LiSA84]. É possível verificar que o esquema com =2/3 é muito mais 

eficiente espectralmente do que os esquemas de 2 para o mesmo desempenho. Esta a conclusão é 

generalizável à comparação de outros códigos com =2/3 e =1/2, como se conclui dos estudos de 

[HoMc88]. 
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Figura 3.19: Comparação conjunta da banda B99.0 e desempenho relativo ao MSK de 
esquemas CPFSK codificados, para as razões =2/3 e  =1/2 (resultados compilados 
de gráficos e tabelas de [LiSA84, HoMc88] nos casos  =1/2 e de [AnSu91, HoMc88] 
para  =2/3). 

 

As curvas dos casos com M=4 e =1/2 (K=2 e K=4) prosseguem para a zona exterior direita da 

Figura 3.19. Nessa zona há esquemas que atingem ganhos bastante superiores:  

 G= 3.98 dB ( 2

mind =5.00), h=1/2, com K=2 ,código (1,7), sendo B99.0Tb=2.52; 

 G= 5.44 dB ( 2

mind =7.00), h=1/2, com K=4 ,código (1,7), sendo B99.0Tb=2.52. 

Porém, note-se que esses ganhos são atingidos à custa de uma expansão de banda para mais do 

dobro da utilizada em MSK (B99Tb=1.2), o que foi motivo para a sua exclusão. 

Na Tabela 3.7 é possível aceder aos valores absolutos das DEQMN e dos valores da banda B99Tb, 

assim como o código mais simples com que podem ser alcançados, uma vez que há códigos 

equivalentes, com implementação diferente (IIR infinite impulse response ou FIR  finite impulse 

response ver e.g. [HeWi99-Cap.2]). 
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Tabela 3.7: Esquemas 4-CPFSK codificados com razão =1/2 (resultados 
compilados cruzando os valores dos gráficos e tabelas de [LiSA84, HoMc88]). 

K h Código B99.0Tb 
2

mind  G [dB] 

2 0.10 (7.2) 0.90 0.983 -3.09 

2 0.15 (7.2) 1.10 2.029 0.06 

2 0.20 (7.2) 1.25 3.202 2.04 

2 0.25 (7.2) 1.55 4.302 3.33 

2 0.30 (7.2) 1.80 4.312 3.34 

4 0.10 (31.2) 0.90 1.362 -1.67 

4 0.20 (31.2) 1.25 4.427 3.45 

4 0.25 (31.2) 1.55 6.151 4.88 

4 0.30 (7.20) 1.80 5.702 4.55 

 

A Tabela 3.8 apresenta 9 esquemas de CPM simples ou concatenada com codificação 

convolucional, de resposta total e parcial, que revelam simultaneamente uma boa eficiência de banda 

(contendo 99% da potência) e um bom desempenho em potência. Incluiu-se a MSK para uma melhor 

referência. A selecção resulta duma compilação dos gráficos e tabelas de [AnSu91, HoMc88, 

AnAS86-Apêndice D]. 

Tabela 3.8: Esquemas CPM com melhor eficiência de banda e potência. 

 K Código(5) g(t) M h GMSK 
[dB] 

99.0 
[bps/Hz] 

B99.0Ts S 

Não codificada 1REC 2 1/2 0 0.84 1.20 4 

Não codificada 3RC 4 3/5 3.6 0.84 1.19 160 

Não codificada 3RC 4 1/2 2.2 1.00 1.00 64 

2/3 2 (7,2) 1REC 8 1/6 3.2 1.00 1.00 48 

2/3 3 (15,2) 1REC 8 1/6 4.0 0.97 1.03 96 

2/3 3 (15,2) 1REC 8 1/5 3.8 0.84 1.19 80 

2/3 3 (15,2) 2RC 8 1/6 3.2 1.26 0.79 384 

2/3 3 (13,4) 2RC 8 2/9 4.0 1.00 1.00 576 

3/4 4 (33,4)(6) 1REC 16 2/15 4.5(2) 1.05 0.95 480 

4/5 4 (33,4)(4) 1REC 32 2/15 5.7(2) 0.80 1.25 480 

 

O critério principal de selecção para a inclusão na Tabela 3.8 foi o da complexidade associada, 

quantificada pelo número de estados, tal como definidos em (3.10). Existem esquemas com melhores 

características espectrais e com ganhos superiores, mas geralmente possuem centenas ou mesmo 

                                                      

5 Indicam-se somente as ligações associadas à linha de registos.  

6 Obtido de [AnAS86-Apêndice D]. 
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milhares de estados [AnSu91, HoMc88, LiSA84], o que os torna actualmente impraticáveis, mesmo 

com receptores sub-óptimos. Os esquemas com codificadores de razão 2/3 têm características muito 

superiores a todos os de . Por sua vez, todos eles são superiores aos esquemas da família de 

resposta parcial não codificada (3RC, M=4). 

O código destacado na Tabela 3.8, já incluído atrás na Figura 3.19, é o escolhido para este trabalho 

por ser o que possui uma melhor relação entre a eficiência de banda, 99.0, e a eficiência de potência, 

GMSK, preservando uma complexidade muito aceitável com os seus S=48 estados. Este código possui 

2

mind =4.1407 [AnAS86-Apêndice D], i.e: G=3.16 dB (a Tabela 3.8 indica apenas uma casa decimal, 

para uniformizar a informação recolhida). Com K=3 o ganho sobe até 4.0 dB, mas o número de 

estados duplica e a banda alarga ligeiramente. Em [BDMS91-p.246] concluiu-se que essa é a melhor 

concatenação conhecida, porém, para manter a complexidade bastante baixa, optou-se pelo esquema 

de K=2, como já referido. Comparando com o MSK, este esquema é 20% mais eficiente em termos da 

largura de banda B99.0 (B99Tb=1.20), tendo um ganho superior a 3dB. 

Assim, optou-se por estudar neste trabalho a seguinte concatenação, tal como estabelecida na 

Figura 3.1: 

i) Código com razão =2/3 e memória K=2, definido em notação polinomial por g(x) = [1, 

x2+x+1, x+1]. Recorde-se que na notação polinomial o expoente de x corresponde ao atraso na 

linha de registos. Em notação octal o código é identificável por (1,7,2). A implementação do 

codificador é feita com o esquema da Figura 3.20. 

ii) Esquema CPM com M=8, h=1/6, 1REC. 

i-1 
i-2

+

i(2)


i
(2)


i
(3)


i
(1)

i
(1)

 

Figura 3.20: Codificador convolucional (1,7,2), . 

O esquema resultante constitui a cadeia de Markov expressa pelo diagrama de estados da Figura 

3.21. Este esquema obedece às quatro regras de Ho e McLane, sendo os 8 símbolos de canal 

agrupados na forma: {7, 3, 1, 5}, {7, 3, 1,5}. 

Para cada um dos 12 estados de fase no início de cada intervalo de símbolo, há 2K=4 estados 

possíveis definidos pelo codificador da Figura 3.20. Recorrendo a (3.10b) compreende-se que o 

número de estados indicado na Tabela 3.8 seja S=2622=48. 
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Figura 3.21: Diagrama de estados para a concatenação de CPM h=1/6, 
M=8 com o codificador convolucional (1,7,2). 

Em [AnAS86-Apêndice D] existe a indicação de um esquema codificado resultante da 

concatenação da CPM octonária, h=1/5, 1REC, com o código (5,2) ou com o (7,2), ambos de razão 

=2/3 e memória K=2, possuindo um ganho um pouco superior: 2

mind =4.4636, i.e, G=3.49 dB. Porém 

o número de estados da modulação é S=2q=10, o que não permitiria a aplicação da técnica de 

derivação de métricas proposta no Capítulo 4, fundamental para a redução de complexidade do 

receptor proposto nesta tese. 

3.3 – Decomposições analíticas 

Em 1986 Laurent mostrou que um sinal CPM, descrito na Secção 3.1, pode ser expresso como 

sendo uma soma de sinais PSK modulados em amplitude (AMPamplitude modulated phase) 

[Laur86, YuGo02, DuPr01a, MeAn97-Sec.4.2]. O resultado principal alcançado pela aplicação desta 

decomposição foi o estabelecimento da capacidade de um canal quando se utiliza CPM sem restrições. 

Conhece-se a capacidade de um canal com AWGN quando não se impõem quaisquer restrições à 

modulação (capacidade de Shannon, cf. Secção 2.1.3). Em [YuGo02] obteve-se a a capacidade de um 

canal quando se restringe a modulação à forma dos sinais CPM. 

Uma outra decomposição é a que Rimoldi apresentou em 1988 e que permite separar o processo de 

modulação CPM em dois processos concatenados. O primeiro é feito num codificador baseado em 

registos (CPE  continuous phase encoder), linear num anel de inteiros módulo q, e o segundo é um 
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simples modulador de fase sem memória (MMmemoryless modulator). Esta decomposição permite 

que o projecto do codificador de canal seja feito de forma adaptada e em conjunto com o CPE 

[Rimo88, LeBW00, BDMS91-Sec.6B.2]. 

3.3.1 – Decomposição de Laurent 

Segundo a decomposição de Laurent o sinal CPM é expresso na forma 

 )(2),(
1

0

,

sk
i k

s iTtJEts ik   












γ . (3.31) 

 é o número de componentes, existindo =2L-1 componentes (ou ramos), J = ejh, k(t) são os 

impulsos de formatação da modulação linear definida (impulsos de Laurent) e 
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onde k(l) é o l-ésimo bit da representação binária do número k. Os restantes símbolos usados já foram 

definidos em 3.1. 
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os impulsos de Laurent são expressos por 
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, sendo k(t)=0 no domínio restante. 

A representação de Laurent pode ser mais compacta dispensando a definição autónoma das 

expressões (3.33), assim como de J e k,i, substituindo-as logo em (3.31) e (3.34). Porém, a 

apresentação feita permite identificar de forma clara que as características conhecidas da CPM são 

consequência de cada um dos blocos descritos atrás e representados na Figura 3.22. 



Capítulo 3 – Modulação de fase contínua 

 

 57


0,i


1,i


 -1,i

 

PSK

PSK

PSK


0
(t)


0
[i]


1
[i]

 -1[i]

iJ ,0

   


1
(t)


 -1

(t)

),( γts

 k,i PSK


k
[i]

 k(t)

     

 

Figura 3.22: Decomposição de Laurent. 

De (3.32) pode-se ver que os símbolos de informação, pré-codificados através de k,i, são 

modulados linearmente. Note-se que ikJ ,
é um símbolo que assume valores de entre q pontos 

localizados de forma equidistante sobre o círculo unitário do plano complexo (recorde-se que h=p/q). 

A não linearidade da CPM é aqui isolada, sendo interpretável como uma selecção de símbolos na 

“constelação” referida, obviamente condicionada pelos símbolos de informação. Todas as restantes 

operações da decomposição são lineares. A pré-codificação dos bits de informação nos k,i, é uma 

filtragem (ou codificação) linear. Vê-se em (3.32) que essa pré-codificação introduz o efeito de 

memória da CPM através de uma filtragem FIR e uma IIR e é completamente definida pela 

representação binária do número k de cada componente. Posteriormente cada símbolo complexo ikJ ,
 

(que é um sinal PSK) é linearmente modulado por um impulso de Laurent, k(t), que é fixo para cada 

componente da decomposição, isto é, com possibilidade de armazenamento prévio em memória. Em 

cada um destes ramos tem-se afinal uma sequência de impulsos modulados em amplitude, denominada 

por sequência de AMP’s (amplitude modulated pulse). O sinal CPM resulta da soma de M sinais desse 

tipo.  

Como se disse, os impulsos de Laurent são fixos e construídos a partir de (3.34), podendo estar 

previamente armazenados. Nessa expressão pode-se também ver que os impulsos incorporam também 

o efeito de memória da CPM: o impulso 0(t) tem duração (L+1)Ts; o impulso 1(t) tem duração (L-

1)Ts, os impulsos 2(t) e 3(t) têm duração (L-2)Ts; os impulsos 4(t) 5(t) 6(t) e 7(t) têm todos 

duração (L-3)Ts, e assim por diante até que os últimos M/2 impulsos têm duração Ts (lembre-se que 

existem 2L-1 ramos). Quando L=1 é fácil de ver a partir de (3.33) que só existe uma componente 

0(t)=0(t). Em MSK esse impulso 0(t) é a arcada de seno definida em 0  t  Ts, tal como já foi 
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mostrado nas expressões (2.37). Por sua vez, em OQPSK, mostra-se que esse impulso é a constante 

21  em 0  t  Ts, tal como se subentendeu também na Secção 2.2.3. Tal como na Secção 3.1.2 se 

definiu a BPSK dentro da CPM, também aqui se verifica que a abordagem de modulações com 

descontinuidades de fase é possível usando ferramentas matemáticas de análise da CPM. 

3.3.2 – Decomposição de Rimoldi 

Para efectuar a separação de Rimoldi começa-se por se definir uma nova frequência de portadora 
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assim como uma nova fase, obtida a partir da fase (3.2): 
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Pode-se interpretar que existe um desvio da frequência da portadora inicial, f0, de h(M-1)/(2Ts) Hz-

cf. (3.35)- que compensa a “torção” de fase7 de h(M-1)/Ts radianos. 

Define-se agora uma sequência modificada de símbolos 
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  (3.37) 

que, como é fácil de concluir, gera símbolos pertencentes ao conjunto {0, 1, 2,, M-1}. Com o uso 

destes símbolos, a fase modificada )~,(~ αsiT  modulo 2 fica [LeBW00, Rimo88] 
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 mod 2  ,  0   Ts. (3.38) 

Repare-se que a terceira parcela da expressão anterior não depende dos símbolos de informação, 

sendo implementável no modulador sem memória (MM). A dependência da informação existe na 

primeira parcela, na soma mod q de todos os símbolos passados até ao intervalo i-L, inclusive. A 

                                                      

7 Phase tilting em inglês. A fase modificada, definida por Rimoldi, é conhecida por tilted phase ou ainda, 

reforçando o seu significado, referida como physical tilted phase. 
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evolução da fase durante o intervalo de símbolo deve-se ao símbolo presente e aos L símbolos ainda 

na memória da CPM, que actuam através de q(t). É isto que permite fazer a separação da construção 

do sinal CPM em dois blocos: CPE+MM (já referidos no início de 3.3). A primeira é uma codificação 

de todos os bits passados (separável em duas codificações distintas, conforme se acabou de indicar); a 

segunda é uma modulação de fase sem memória. 

Como exemplo simples, mostra-se na Figura 3.23 a árvore de fases de Rimoldi para a MSK. Esta 

figura deverá ser comparada com a fase da MSK da Figura 3.5(a). 
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Figura 3.23: Árvore da fase de Rimoldi para a MSK. 

Já se viu que a forma da árvore de fase de uma modulação CPM varia ao longo do tempo. Em cada 

intervalo de símbolo nem todas as transições são possíveis. Isso é visível quer na Figura 3.5(a) quer na 

Figura 3.9. A vantagem da fase de Rimoldi é que, após o transitório inicial, ela é descrita por uma 

árvore de fases invariante no tempo, durante cada intervalo de símbolo. 

Os símbolos de saída do CPE podem ser agrupados da forma 

 Xi=  


2,1,

,~,,~,~
11

ii
X

i

X

Liii V
  

    (3.39a) 

 Vi=




Li

k
k

0

~  mod q. (3.39b) 

A separação de Xi é feita de modo a que Xi,1 sejam símbolos no anel de inteiros ZM dada a forma 

de construção dos i
~ , definida em (3.37)e Xi,2 sejam símbolos no anel de inteiros Zp. O CPE gera os 

símbolos Xi e entrega-os ao MM. Este tem por função gerar a correspondente evolução de fase, que é 

uma das possíveis transições, invariantes em cada Ts. O esquema conceptual da separação de Rimoldi 
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está na Figura 3.24. 
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Figura 3.24: Decomposição de Rimoldi. 

Agora é possível re-escrever a fase de Rimoldi usando as variáveis acabadas de estabelecer: 
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Finalmente, com 1=2f1, o sinal CPM em cada intervalo de símbolo é

 )~),(~)(cos(
2

),( 01   is

s

s
i XiT

T

E
Xs   , 0   Ts (3.41) 

onde 0
~  é uma fase inicial arbitrária. 
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Capítulo 4  

Estrutura de recepção 

A simetria tem qualquer coisa de fascinante para o espírito humano. 

(...) Qual simetria? Se olharem para mim, verificarão que sou simétrico, o lado 

esquerdo é igual ao lado direito, pelo menos exteriormente. Um vaso também pode 

ser simétrico, como eu, ou de outro modo. Como se pode definir melhor esta noção? 

O facto de eu ter simetria bilateral significa que se puserem tudo o que está no meu 

lado esquerdo no meu lado direito, e vice-versa  se, simplesmente, trocarem os 

dois lados , fico exactamente com o mesmo aspecto. Um quadrado tem uma 

simetria particular, uma vez que, se o rodarmos de 90º, ainda fica com o mesmo 

aspecto. O matemático Weyl1 deu uma excelente definição de simetria: um objecto é 

simétrico se depois de submetido a qualquer acção o seu aspecto se conserva. 

(Richard P. Feynman, O que é uma Lei Física?, Cap. IV, Gradiva, 1989) 

 

No capítulo anterior abordaram-se as características dos sinais CPM. Este capítulo começa por 

expor o problema da detecção de CPM e apresenta o seu receptor óptimo. Em seguida é apresentado o 

receptor sub-óptimo proposto, resumindo-se as funções dos três blocos que o compõem. As secções 

seguintes focam em separado cada um desses blocos. São também incluídas considerações sobre o 

problema geral da detecção de sequências e da projecção de sinais em espaços lineares. 

4.1 – Detecção de CPM: o problema 

Um processo de modulação CPM é na verdade uma cadeia de Markov M-ária e de ordem L-1 (ver 

Anexo D.1). Quando existe a concatenação com codificação de canal convolucional (descrita em 3.2) 

o processo total pode também ser visto como sendo uma única cadeia de Markov de ordem L-1+K. A 

memória do codificador, K, foi definida em 3.2. Assim, a análise da detecção da CPM, (codificada ou 

não) pode ser feita aplicando os conceitos de estados e transições. A definição dos estados já foi 

realizada e quantificada em 3.1. Uma análise das transições não foi logo aí efectuada por não ser 

essencial numa apresentação da modulação; no entanto é-o na abordagem do problema da sua 

detecção. Nesta secção e nas próximas aborda-se o problema da detecção de CPM não codificada, o 

                                                      
1 Herman Weyl, 1885-1955, matemático alemão. 
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que permitirá uma exposição mais clara do que se fosse sobrecarregada com a notação associada à 

codificação. No fim estender-se-ão os conceitos para o caso da CPM com codificação convolucional. 

Como a evolução de um sinal pode dar-se a partir de um dado estado de M formas diferentes, o 

número de transições ou ramos que partem de cada estado (ou chegam a cada estado) é 

 =SM. (4.1) 

Recorrendo à expressão (3.10), tem-se que o número de transições depende do numerador p do 

índice de modulação, sendo dado por 

 =qM L   , para p par, (4.2a) 

 =2qM L , para p ímpar. (4.2b) 

As transições serão numeradas de 1 a  respeitando dois critérios: 

i) Ordem de estado: Todas as transições que se partem de um estado de menor ordem, (S(n)), 

surgem antes de qualquer outra transição que parta de um estado de maior ordem, S(n’), sendo 

arg{S(n’)}> arg{S(n’)}; 

ii) Ordem de símbolo: as transições que partem do mesmo estado são numeradas pelo valor 

crescente do símbolo i a que estão associadas. 

O número de cada estado, S(n), é atribuído de forma sequencial, no sentido crescente dos ângulos 

sendo o primeiro estado do primeiro quadrante o estado S1. 

 

S(1)

S(S)

(...)

 

Figura 4.1: Numeração dos estados Si. 

A notação que se irá usar para as transições é b, sendo que 

 bτ = ),( mte  = )(2 tqhme  ,  b=1, 2,,  (4.3) 

onde m = b – (M( S(n)-1)). Esta relação poderá ser melhor compreendida na Secção 4.5.1, sendo 

basicamente uma contagem módulo M. A notação vectorial b reflecte o carácter discreto dos sinais, 
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tal como será detalhado em 4.3. 

A Figura 4.2 apresenta uma treliça geral de CPM legendada de forma a observar as definições 

realizadas para os estados e transições. 

Em suma, existem S estados, saindo de cada um M transições. O número de ramos a chegar a cada 

estado é também igual a M. No total, existem  ramos ou transições. 

A detecção de um sinal CPM é uma instância do problema geral de detecção de sequências. 

Lembre-se que a existência de memória implica que apenas algumas sequências de transições sejam 

possíveis. É essa pré-definição que permite um ganho de desempenho uma vez que um algoritmo 

MLSD (maximum likelihood sequence detection) poderá eliminar sequências erróneas, decidindo pelas 

mais próximas no sentido da DE definida em geral na Secção 2.2.1 e, para a o caso particular da CPM, 

na Secção 3.1.4. 

 

 

M ramos

 

M





























S estados
de chegada

 

 

M ramos

 

M





























S estados
de partida

 

 

M

M

S(1)

S1

S(2)

S(S)

S(1)

S(2)

S(S)

1
2

M
M+1
M+2


2M



1
2

M

M+1
M+2

2M



b b

 

Figura 4.2: Definições a usar na abordagem às treliças CPM. 

4.2 – Detecção óptima de CPM 

A detecção de sequências é formalizada no Anexo D no âmbito da Teoria da Detecção [Tree68]. O 

receptor óptimo é obtido usando os princípios de detecção por máxima verosimilhança 

(MLmaximum likelihood). Em condições de fontes de entropia máxima, ou seja, com símbolos 

equiprováveis, o critério ML é igual ao critério de máximo a posteriori (MAPmaximum a 
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posteriori) -ver e.g. [Tree68-Sec.2.4.1]. Este ponto é abordado em mais pormenor no Anexo C. 

Um possível método de detecção é a detecção símbolo a símbolo [Proa01-Sec.5.1.5 e Sec. 5.3.3]. 

Esse tipo de detecção consiste em efectuar correlações da sequência formada pelo bit a detectar mais n 

bits vizinhos com todas as M n+1 sequências possíveis, sendo escolhida a sequência de correlação mais 

elevada. No final de cada símbolo faz-se a sua decisão através das M n correlações. Este tipo de 

detecção foi alvo de investigação só muito recentemente [BaFi00, BaFK98]. 

Um outro método é a detecção sequencial [BeBC87-Sec.9.3.3, BHMN81-Sec.12.8, Skla88-

Sec.6.5.1], usada no âmbito da descodificação de códigos de canal convolucionais de memória 

elevada. O algoritmo baseia-se na procura da sequência na árvore de estados; quando um caminho 

seleccionado dentro da árvore ultrapassa um limiar definido para a métrica de erro, o caminho é 

rejeitado, iniciando-se uma nova procura a partir de um nó anterior. Este método não é usual nos 

sistemas de comunicação em tempo real devido ao atraso de detecção que acarreta. 

O algoritmo de Baum [DePH93-pp.699-704, Marq99-pp.228-232] é uma outra solução. Este 

algoritmo encontra aplicação preferencial na descodificação dos turbo-códigos [HeWi99, Skla97c]. 

Devido à simplicidade da MSK (que permitiu a sua ampla divulgação) existem várias técnicas 

desenvolvidas para esse caso particular. Em [Baie90] foi apresentada em uma técnica muito inovadora 

de linearização da MSK. Consiste na introdução duma natureza diferencial nos símbolos de canal i, 

que permite depois que o processo de detecção seja muito semelhante ao aplicado na transmissão 

PAM (pulse amplitude modulation) binária. 

Para a descodificação duma concatenação em série de dois códigos separados por um entrelaçador 

e com MSK, foi recentemente proposto um processo de descodificação iterativa [SzPa99]. 

Sendo a CPM descritível por uma treliça, seria conveniente que o processo de decisão conhecesse o 

estado terminal de uma sequência, tal como se faz na codificação convolucional. Porém, a terminação 

de treliças em CPM não possui uma solução tão simples como no caso dos sistemas de codificação 

convolucional em que é fácil conduzir o codificador ao estado “0” adicionando uma “cauda” de K 

zeros no final da sequência transmitida. Em CPM, a adição de L-1 zeros não conduz ao estado de fase 

nula. A cauda que conduz a um estado pré-determinado da treliça foi determinada recentemente por 

Aulin et al.[MoAu00].

4.2.1 – O receptor MLSD 

As noções de espaço de sinais vistas em 2.2 são aplicáveis no problema de procura da sequência 

mais verosímil. Na verdade, o problema é análogo ao da procura da sequência mais próxima quando 

estas são vistas como afixos num espaço vectorial. Em [Proa01-Sec.5.1.4] é estabelecida a relação 
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directa entre a métrica ML e a noção de distância euclidiana. A demonstração de que a métrica óptima 

em CPM é proporcional à DEQMN, 2

mind , encontra-se em [Proa01-Sec.5.3.2, AnAS86-Cap.7] e, para 

o caso geral de detecção digital, a demonstração encontra-se em [ViOm79-p.56]. Considera-se sempre 

o caso da métrica óptima para a detecção de um sinal corrompido por AWGN com DEP bilateral de 

N0/2, sendo no intervalo i dada por 
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Notando que a dependência de i(b) na variável a detectar se concentra no integral, a métrica pode 

ser substituída por 
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alterando-se o problema inicial de uma maximização da métrica para uma busca de uma minimização 

desta nova função de verosimilhança, isto é, da DEQMN. 

Após a obtenção das distâncias incrementais das transições, o processo de detecção óptimo é 

realizado por um detector de sequências com um critério ML (MLSD), sendo aplicável o algoritmo de 

Viterbi2 (AV) [Haye02, Forn73, Marq99-pp.232-234], descrito no Anexo E. O receptor óptimo possui 

uma complexidade que cresce de forma exponencial3 com o número de estados da cadeia de Markov 

mas de forma linear com o número de estados (ver Anexos D.1 e E). 

Os receptores MLSD mais estudados são projectados para serem óptimos no âmbito da detecção de 

um sinal, y(t), corrompido por AWGN: 

 y (t , γ ) = s (t , γ ) + n (t). (4.6) 

Doravante o sinal y referir-se-á, com abuso da notação, à fase do sinal recepcionado. Desta forma 

mantém-se a notação mais usual no contexto da detecção digital. yi representará o sinal y(t) nos 

intervalos de tempo [iTs , (i+1)Ts] sendo pois ),()( ii tyty  . Assim, todas as expressões de cálculo e 

métricas referem-se sempre a operações com os sinais equivalente passa baixo (Anexo F) quer do sinal 

recebido, y(t), quer das transições, b(t). 

As transições b(t), para b=1, 2, , , estão associadas às métricas: 

                                                      
2 Foi demonstrado por Omura que o algoritmo realiza uma descodificação MAP que é óptima [Omur69]. 

3 Sobre a complexidade polinomial e exponencial de algoritmos, cf. o texto de Pedro Resende em [Cara98]. 
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 i(b) =  )(,),(2

min ttyd bi   (4.7) 

definindo a partir de agora as métricas como sendo as DEQMN. 

Recorrendo às noções de espaços de sinais resumidas na Secção 2.2, essa DE calcula-se através de 

 i(b) =  biyd ,2

min =  2
)(),,(min tty bi

b
 = 

          =  )(),,(2)(),(min
22

ttytty bibi
b

  = 

          =  )(),,(2min ,, ttyEE bibiy
b

  . (4.8) 

Recorde-se que o índice i referência o i-ésimo intervalo de símbolo, ou seja, está associado à 

transição provocada pelo símbolo de canal i. O índice b está associado às várias possíveis transições 

b. Ey,i é a energia do símbolo recebido sendo portanto independente das  transições possíveis. Por 

outro lado, a energia dos sinais das transições possíveis, Eb, é sempre igual, sendo Eb=Es para b=1, 

2, , . É precisamente esse facto quer permite escrever (3.1) com a Es em evidência. Desta forma o 

cálculo das métricas (4.7) é equivalente à maximização do produto interno 

 i(b) = )(),,( tty bi   (4.9) 

O algoritmo MLSD deve pois propagar as métricas de maior valor. 

Após os primeiros trabalhos que se debruçaram sobre a CPM em si, a investigação seguinte foi 

sobre a estrutura óptima de recepção para sinais com AWGN [Sund86, AnAS86-Cap.7]. Essa estrutura 

é representada na Figura 4.3. As métricas são obtidas por um conjunto de  filtros adaptados. Na 

prática terão de existir 2 filtros pois tem de ocorrer uma análise independente nos ramos em fase (I) e 

em quadratura (Q). 
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Figura 4.3: Estrutura do receptor óptimo para CPM. 

O conjunto de filtros adaptados é, na prática, implementado através de correladores, tirando partido 

da equivalência entre filtros adaptados e correladores, explicitada na Figura 4.4 [ZiTr95]. Na figura, t0 

é o atraso adicionado à resposta impulsional do filtro adaptado ao impulso suporte rp(t). Esse atraso 

existe para assegurar que o filtro seja realizável (i.e., causal: hR(t)=0 para t<0). 
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Figura 4.4: Filtro adaptado e seu correlador equivalente. 

O número necessário de correladores é quase sempre insuportável para uma implementação destes 

receptores. Uma solução para reduzir o hardware é o uso iterativo de um só correlador. Tal solução 

implica a memorização do sinal recebido y(t) e requer um ritmo de integração  vezes mais rápido. 

Desta forma as  métricas não são calculadas em paralelo mas de forma sequencial, aplicando  vezes 

uma célula de computação de métricas (MCCmetric computation cell) adaptada sucessivamente a 

cada uma das transições b (Figura 4.5). Este processo terá de ser realizado durante cada intervalo de 

símbolo Ts para todas as transições em fase, ,b  {,,,}, e todas as transições em 

quadratura, Q,b{Q,Q,Q,}, de forma a gerar um conjunto de métricas iguais às que se 

obteriam no banco de correladores paralelos da Figura 4.3. Os multiplicadores e os filtros passa-baixo 

(FPB) em cada um dos ramos levam a cabo a tradicional conversão para a banda de base. 

(b) Correlador (a) Filtro adaptado 
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Figura 4.5: Célula de cálculo de métricas (MCC) para AWGN. 

Cada transição b considerada possui uma fase inicial b, existindo tantas diferentes quanto o 

número de estados de fase, e estando cada uma associada a M transições (cf. Figuras 4.1 e 4.2)

As relações entre as métricas parciais dos ramos em fase e quadratura, I,i(b)= )(2

,I bd i  e Q,i(b)= 

)(2

,Q bd i , são métricas para os sinais das transição dos ramos, respectivamente I e Q, mas não 

identificam de per se uma transição i. Existe uma ambiguidade que só é desfeita com a informação da 

outra métrica. A métrica incremental total, i(b)= )(2

i bd , é obtida pela adição das duas métricas 

incrementais parciais, como se mostra em seguida: 

 i (b) =  
sT

bi dttjty ),(exp)(   = 2

bQ,

2

bI, dd  = 

           = I,i(b)+ Q,i(b) = 
sT

bi dttty )()( I,I,  + 
sT

bi dttty )()( Q,Q,  . (4.10) 

Explicitando as expressões anteriores, as métricas parciais associadas a cada um dos ramos são 
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Uma detecção símbolo a símbolo baseada num critério de máxima verosimilhança será a escolha 

do símbolo î  associado à maior métrica em cada intervalo, isto é: 

  )(max)(ˆ bb i
b

ii    ,   b=1, 2, , . (4.12) 
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Pode dizer-se que este critério será uma detecção símbolo a símbolo de “ordem zero”. 

4.3 – O receptor proposto 

O objectivo que se pretende alcançar com esta investigação é a redução da complexidade do 

receptor de CPM. Essa deve ser conseguida para um receptor geral, independentemente do esquema 

CPM aplicado. Como se viu na Secção 4.2.1, o receptor óptimo MLSD é composto por dois blocos. O 

receptor proposto é constituído por três blocos e implementa simplificações em cada um deles. O 

receptor será estudado em tempo discreto e, por esse motivo, a notação será desde já adaptada a esse 

caso. 

Partindo do receptor óptimo (Figura 4.3), começa-se por se fazer a partição das funções do banco 

de filtros em dois blocos distintos: um de hardware, muito reduzido, e um de processamento 

numérico. 

O primeiro bloco, que será descrito em 4.4, é responsável pela obtenção dos coeficientes do vector 

de projecção num espaço de dimensão inferior. 

O segundo bloco efectua o cálculo das métricas dentro desse espaço, implementando para certos 

esquemas CPM um algoritmo de cópia de métricas que reduz muitíssimo a complexidade da obtenção 

de todas as métricas. Este bloco será abordado em 4.5 

A separação descrita entre os primeiros dois blocos é na verdade funcional e não física uma vez 

que parte do cálculo dos coeficientes de projecção é realizado também por software e por isso 

integrável no bloco de cálculo das métricas. 

O terceiro bloco também será alvo de uma redução de complexidade. Propõe-se a substituição do 

AV por um algoritmo RSSD (reduced states sequence detection), ou seja que reduz o número de 

estados que se propagam. Aplica-se o search algorithm, que será exposto na Secção 4.6, numa versão 

simplificada. 

Tal como no receptor óptimo, existem três tipo de sincronismo a assegurar: fase, símbolo e do 

índice h. O problema do sincronismo será abordado de forma sucinta na Secção 4.8. 

Na Figura 4.6 mostram-se os blocos funcionais do receptor a estudar, após a obtenção do sinal 

passa-baixo, ypb, não esquecendo as conexões com os três níveis de sincronismo dum receptor CPM 

multi-h (por ser o caso geral). 
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Figura 4.6: Receptor sub-óptimo de CPM proposto. 

ci,n são os coeficientes de projecção da transição recebida num espaço de Walsh (a definir em 4.4). 

Dado o contexto actual do florescimento dos receptores suportado em DSP, o receptor é projectado 

para operar em tempo discreto desde a conversão para a banda de base. O sinal das transições em 

tempo contínuo é amostrado com um período de amostragem Ta. Durante cada intervalo de símbolo, 

Ts, efectuam-se Ks amostras, tendo-se então a relação: 

 Ta=
s

s

K

T
. (4.13) 

Sem a aplicação das aproximação no espaço de Walsh, e usando o AV, o receptor efectua a 

detecção óptima do sinal discreto y[k]= y(kTa). O número de amostras por símbolo é o factor que, 

nesse caso, determina a aproximação ao receptor óptimo em tempo contínuo. 

Os sinais do equivalente passa-baixo (EPB) em tempo discreto das transições formam as linha da 

matriz Τ , i.e, 

       T

21 ,,, kkk  τττΤ   

  kkb bτΤ ),( ,   k =1, 2,, Ks (4.14) 

sendo as transições armazenadas na forma de uma fase (pois a amplitude é constante): 

  kbτ =2hmq[k]  ,  k =1, 2,, Ks. (4.15) 

O valor de m foi definido em (4.3). 

Em banda de base o receptor gera os seguintes sinais: 

 )cos(I, bb ττ   (4.16a) 

 )(senQ, bb ττ  . (4.16b) 
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Estes vectores constituem a matriz IΤ  e QΤ , ambas de dimensões Ks. Mostrar-se-á que apenas 

são necessárias as transições do EPB em fase b,Iτ , e, mais que isso, apenas para b =1, 2, , q/2M = 

/4, ou seja, apenas as primeiras /4 linhas de IΤ . 

4.4 – Projecções e métricas 

O espaço de sinais de dimensão finita que irá aproximar o “espaço CPM original” (de dimensão 

infinita) deverá ser um espaço de Hilbert, tal como definido em 2.2. A existência de um produto 

interno, e logo de uma norma induzida, permite a obtenção e a operação com distâncias entre sinais, 

que neste caso serão as transições I,b e Q,b. O facto de ser um espaço completo garante que a extensão 

das suas dimensões implica sempre uma melhor aproximação ao espaço original. O espaço de Hilbert 

escolhido foi o espaço de Walsh (EW) devido à natureza binária das funções que o geram. Estas são 

de fácil geração, manipulação (as operações podem reduzir-se a somas) e memorização (exacta) em 

circuitos digitais. Estas propriedades permitem não divergir do objectivo de se ter um receptor 

totalmente digital e configurável por software. 

Como se disse, o banco de correladores é substituído por um esquema de projecção em funções de 

Walsh, descritas no Anexo G e exemplificadas adiante na Figura 4.7. Existem F=2k funções de ordem 

k   referidas como wF,i(t); n=1, 2, 3,,F=2k; cada uma possuindo F=2k símbolos, sendo eles wF,i[j], 

j=0, 1,, F=2k, com k  . Estas F funções de base geram um EW de dimensão F. As funções são da 

forma 
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onde rect(t)=1 para <|t|<1/2 e zero fora desse intervalo (como já definido na Secção 2.2.3 e na Tabela 

3.1). Os símbolos wF,n[j]  {-1, +1} e são especificados por um processo recursivo que constrói 

matrizes de Walsh-Hadamard (Anexo G). Na Figura 4.7 encontram-se representadas as funções de 

ordem k=4, i.e., w16,,j. 

Para que o espaço de Walsh gerado seja ortonormado é necessário normalizar a energia das funções 

de Walsh. Como 
sT

nF dtw
0

2

, )( =Ts, a base ortonormada é composta pelas funções 

 )(~
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1
, tw

T
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s

 (4.18) 
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Se o factor 1/2 associado à conversão para a banda de base for considerado, o factor multiplicativo 

de (4.18) será sT/2 . 

 

Figura 4.7: Representação temporal das 16 (k=4) funções de Walsh do conjunto w16,i. 

As funções de Walsh constituem uma base ortogonal tal como se demonstra no Anexo G de forma 

geral, independentemente da forma dos impulsos suporte que geram as funções a partir das linhas 

duma matriz de Hadamard, sendo estas matrizes também descritas no anexo referido. 

O problema de aproximar um sinal por um outro pertencente a um espaço de menor dimensões é 

resolúvel fazendo uma análise de projecções. É esse procedimento que, na sua forma geral, é 

apresentado na secção seguinte. O conceito aplicado ao caso concreto dum EW é ilustrado na Figura 

4.8, embora limitado às três primeiras dimensões do caso F=4. 
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Figura 4.8: Conceito de projecção no espaço de Walsh. 

4.4.1 – Projecções: caso geral 

Sendo  um espaço vectorial m dimensional que possua a base não ortonormada definida pelos 

vectores linearmente independentes {u1, u2, , um}, o problema de encontrar o vector yw   mais 

próximo de y em termos da DE tem como solução a projecção de y em . Assim, o vector y- yw deve 

ser ortogonal a , e logo a todos os elementos da sua base, i.e., <y-yw,uk>=0, k=1, 2,, m, ou 

 <yw,uk>=<y,uk>  , k=1, 2, , m. (4.19) 

Esta relação mostra que os produtos internos de y ou de yw com cada uk são indistintos uma vez 

que, numa linguagem imprecisa, “yw representa toda a componente de y existente em ” (i.e, y-yw). 

Qualquer vector de , yw pode ser escrito na forma 
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em que cn são os coficientes de projecção em cada vector da base que, usando (4.20), serão dados por 
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A equação anterior pode ser expandida para a seguinte equação matricial: 
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 (4.22) 

ou, de forma mais compacta, e abusando da notação, 
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 Uc=Y  (4.23a) 

 c= U-1Y. (4.23b) 

Note-se que no caso da base de  ser ortonormada tem-se U=Im, onde Im é a matriz identidade 

mm, pois < ui,uk>=ik, usando o símbolo de Kronecker. Nesse caso as equações (4.21)-(4.23) têm a 

solução conhecida 

 cn=<y,uk>  ,  n=k=1, 2,, m. (4.24) 

4.4.2 – Métricas no espaço de Walsh 

Inicialmente o sinal recebido y(t,i) terá de ser desmodulado, acedendo-se assim às transições ,b e 

Q,b do EPB. No fim de cada intervalo de símbolo a transição recebida i deve ser projectada no EW. 

Uma vez que as transições possíveis b(t) são invariantes para cada esquema CPM, essas projecções 

podem estar previamente armazenadas. 

O cálculo das métricas é realizado apenas recorrendo às versões projectadas no EW. Sendo  o 

espaço de funções de Walsh, wi(t) tem-se então a projecção de y em  
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onde wn são os vectores associados às funções de Walsh, conforme o Anexo G.1. Os coeficientes são 

determinados através de cn=<y,uk>, com se viu em na Secção 4.4.1. 

A fdp a posteriori que estabelece o problema de detecção MAP (ver Anexos C e D) é 
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Tal como no espaço de sinais CPM inicial (tratado na Secção 4.2.1), mostra-se que o critério de 

máxima verosimilhança deve ser aplicado com as métricas 
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Lembre-se que ao considerar-se (4.25) está-se a desprezar a componente ortogonal y-yw, ou seja o 

vector que mede o erro cometido. Em termos dos sinais no EW tem-se 

 y(t,i)  yw(t,i) = )(
1 1

0
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 (4.28) 
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onde o coeficiente de projecção é 
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As métricas no EW são 
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ou seja, são a DE efectuada dentro do espaço de projecção de dimensão F, isto é: 2

,bid . Os valores ci,n 

são os coeficientes de projecção da transição transmitida no intervalo i e cb,n são os coeficientes de 

projecção da b-ésima transição pertencente ao conjunto das  possíveis. Como se viu na Secção 4.2.1, 

esta métrica pode ser substituída por uma outra que difere apenas de um termo aditivo e dum factor de 

escala, sendo estes iguais em todas as métricas no intervalo i. A métrica será o produto interno, que, 

usando os coeficientes de projecção no EW, se resume a 
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4.4.3 – Simplificações no espaço de Walsh 

O cálculo das projecções no EW, isto é dos coeficientes ci,n, pode ser alvo de uma simplificação 

uma vez que as funções de Walsh são constituídas por troços constantes. Lembre-se que wF,n[j] {1, 

+1}, j=1, 2,, F. O valor dado por (4.27) pode ser obtido através de 

   









1

0

)/)1((

)/(
,, ),(

1 F

j

TFji

TFji
inF

s

ni

s

s

dttyjw
T

c  . (4.32) 

Recorda-se que a constante sT1 se deve à normalização da energia das funções de Walsh. Este 

factor e todas as outras constantes multiplicativas ou aditivas que afectam o cálculo das métricas 

podem ser ignorados, uma vez que nunca afectam a comparação das mesmas. 

A expressão (4.32) é o cerne da minimização de hardware que o procedimento usado permite 

alcançar. A implementação desta expressão requer apenas os componentes mostrados na Figura 4.9. 
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Figura 4.9: Esquema para obtenção de métricas no espaço de Walsh.

A simplificação pode mesmo ir mais além: os integradores não têm de ser descarregados no final 

de cada integração j. Eles podem funcionar em modo cumulativo durante todo o intervalo de símbolo 

Ts, uma vez que é possível obter os valores parciais da integração subtraindo o valor da amostra 

anterior, isto é, fazendo 
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   (4.33) 

tendo iniciado o integral impróprio a zero. 

O processamento que surge na Figura 4.9 é uma particularização do caso geral exposto na Secção 

4.2.1. O hardware requerido deve ser comparado com as Figuras 4.3, 4.4 e 4.5. Lembre-se que a parte 

da conversão para a banda de base é igual, tendo sido omitida na Figura 4.9, uma vez que se 

representam as operações no sinal EPB ypb(t). A redução de hardware não parece óbvia quando 

comparado com a MCC (Figura 4.5). Mas convém recordar que a MCC é utilizada de forma 

sequencial,  vezes para cada transição recepcionada, i. Para cada uma delas é necessário ajustar a 

transição de comparação b. O hardware proposto é independente dos esquemas CPM que se 

pretendam detectar, sendo as adaptações sempre feitas ao nível do bloco de processamento numérico.  

4.4.4 – Estrutura algébrica 

Após o i-ésimo intervalo de símbolo é necessário obter o vector das distâncias quadráticas 

incrementais (ver Secção 3.1.4) associadas a cada uma das transições 2

,bid = )(2 bdi . Esse vector é 

 iΛ =  T22222 )()1()()2()1(  iiiii dbdbddd  . (4.34) 

A i-ésima transição recebida é descrita no EW através do vector das projecções 

  Finiiii cccc ,,2,1, c    ,   i=1, 2,, Ns. (4.35) 

Por outro lado, as projecções de cada uma das transições possíveis é previamente armazenada em 
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vectores semelhantes: 

  Fbnbbbb cccc ,,2,1, c    ,   b=1, 2,, . (4.36) 

O conjunto dos  vectores cb é armazenado de forma a constituir a matriz C de dimensões F: 

 C = 
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Assim, o vector das distâncias incrementais (métricas) é dado pela operação matricial 
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obtendo-se o vector coluna desejado. 

4.5 – Derivação de métricas 

4.5.1 – Motivação e condições de validade 

Esta secção apresenta um dos pontos de maior contribuição original do trabalho. 

Ao analisar-se a modulação de fase contínua é possível notar que: 

i)  A transmissão de informação é feita pela distinção de diferentes sinais de evolução de fase, 

pertencentes a um espaço de Hilbert conhecido; 

ii)  O número de estados iniciais e finais é limitado (S); 

iii) O número de transições possíveis é limitado (); 

iv) A detecção de uma transição b faz-se analisando de forma independente as suas componentes I 

e Q: b,I e b,Q; 
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v)  Os sinais b,I e b,Q são troços de sinusóide, ou seja, sinais periódicos, e que em certos casos, 

dentro de um só período, exibem uma simetria par ou ímpar nesse intervalo de símbolo. 

Estas considerações sugerem que algumas transições são a réplica de outras quando se aplicam 

combinações de simples operações de translação e de inversão (e.g. [Simo95-Cap.1]). No entanto 

estas simetrias não ocorrem para todos os esquemas CPM. O índice de modulação tem de ser tal que 

os estados de fase se possam distribuir de uma forma simétrica pelos quatro quadrantes. Isso acontece 

para a classe de esquemas CPM em que o número de estados é múltiplo de 4. É possível formalizar 

estas relações na conjectura que se apresenta em seguida. 

Conjectura: Em esquemas CPM com índice de modulação da forma h=p/q irredutíveis, em que p é 

ímpar e o número de estados S=2q=0 mod 4, ordenando linearmente os S estados )( 1nS , com n1=1, 

2,, S, segundo a sua fase complexa em múltiplos de h na forma {0, p/q, 2p/q, 3p/q, , 

(2q1)p/q}, os sinais I,b e Q,b associados às /4 transições emergentes dos primeiros S/4=q/2 

estados ordenados permitem gerar as componentes I,b e Q,b de qualquer uma transições emergentes 

dos restantes 3/4S=3/2q estados. Se os estados ordenados forem agrupados em blocos de S/4=q/2 

estados ordenados, a partir do primeiro bloco de estados definido, então cada um desses blocos 

também possui esta propriedade. Dir-se-á que cada bloco de estados constitui um conjunto de estados 

ou transições fundamentais. Qualquer que seja o estado )1(S , se a ordenação dos estados for a 

indicada, a partição da sequência de estados em blocos de S/4 estados conduz sempre a partições em 

que cada bloco pode constituir os estados fundamentais  

A ordenação de estados indicada inclui todos os estados sem repetições. Como S=0 mod 4, a 

distribuição pelos 4 quadrantes é uniforme. Logo, se h>/2 e S>4, a distribuição de estados é tal que 

os primeiros S/4 estados distribuem-se uniformemente no espaço i=[0, 2]. As restantes fases vão 

sendo sucessivamente preenchidas pelos blocos restantes. As fases do 2º, 3º e 4º blocos seguintes estão 

em posições que se relacionam com as primeiras S/4 conforme as mesmas relações da Figura 4.10. 

Com h=/2 (S=4) o que se disse é também válido, havendo um estado em cada quadrante. 

A Figura 4.10 representa a distribuição de estados e as relações que existem entre as transições 

pressupondo que todos os estados fundamentais foram todos reduzidos ao primeiro quadrante. As 

transições são agrupadas em 4 conjuntos, correspondendo aos quadrantes em que a transição se inicia, 

sendo estes referenciados por: Q.I, Q.II, Q.III e Q.IV. As transições destes três últimos quadrantes 

estão sempre relacionadas com uma ou mais transições do primeiro quadrante. Como se consideram 

esquemas com h racional e numerador p ímpar, tem-se S=2q, existindo q/2 transições em cada 

quadrante. 
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Figura 4.10: Relações entre métricas e processo de derivação a partir das 
métricas do primeiro quadrante. 

Na mesma Figura 4.10 é explicitado um exemplo com uma transição )i(

b  pertencente ao primeiro 

quadrante, isto é que se inicia num estado de Q.I. Representam-se as relações das componentes em 

fase e quadratura ( )i(

,I b e )i(

,Q b ) da transição )i(

b com componentes de outras transições específicas nos 

outros quadrantes: )ii(

b em Q.II, )iii(

b no quadrante diametralmente oposto, Q.III, e )iv(

b em Q.IV. 

Exemplifica-se na figura que a componente em fase duma transição )i(

b  é igual à componentes em 

fase duma transição )iv(

b  e simétrica quer de )iii(

,I b que se inicia no quadrante oposto, quer de )ii(

,I b . Nas 

componentes Q também se encontram relações deste tipo: as componentes )i(

,Q b  e )ii(

,Q b  são iguais, 

sendo simétricas de )iii(

,Q b  e )iv(

,Q b . Esta última simetria entre Q.I e Q.IV implica uma inversão da 

evolução das transições, ou seja, o símbolo i associados às transições devem ter valores simétricos. 

Relações deste tipo ocorrem entre outras transições como por exemplo nas componentes )i(

,Q b  e )ii(

,Q b . 

Para que as relações de simetria existam é preciso que o espaço de estados tenha um dado 

ajustamento no plano complexo. Assim, devem verificar-se duas condições para que o algoritmo de 

replicação de métricas que se propõe seja aplicável, embora apenas a primeira seja obrigatória: 

1- h=p/q deve implicar que número de estados de fase, definido em (3.11), seja S=0 mod 4 (S 4); 
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2- A fase de S1 não deve ser zero. Escolheu fazer-se 0=h. 

A condição 2 impede que exista um estado em cima dos eixos real ou imaginário, ou seja que se 

tenha Re{Si} ou Im{Si}=0, sendo Si o número complexo que descreve o EPB do estado. Se tal 

sucedesse, o algoritmo teria de ser modificado de forma a se definir a que quadrante pertenceriam os 

estados em cima de cada semi-eixo do plano complexo. 

4.5.2 – O algoritmo de derivação de métricas 

Ordenando os estados da forma indicada na Secção 4.5.1, numeram-se os estados através da 

variável n1=1, 2,, S. Recorrendo as relações expressas na Figura 4.10, apresentam-se em seguida os 

procedimentos para obter as  métricas para cada símbolo recepcionado: 

 Q.I: calcular as métricas para cada umas das M transições que partem de cada estado do 

quadrante. Para cada transição Τ b=n1+n2, k([n2]), sendo n2=1, 2,, M, obter as distâncias 

parciais dos ramos I e Q: 

 2
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1




 (4.39a) 

 2

Q,bd =  T

Q,bi τy  =     kiKky b

K
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s

s
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. (4.39b) 

Recorrendo à conhecida relação sen()=cos(  /2), é possível notar que a matriz QΤ , que 

armazenaria as transições em quadratura, é desnecessária. Isto porque essas transições já existem na 

matiz IΤ , cada uma localizada respectivamente q/2M posições antes, aplicando deslocamentos 

módulo . Assim, os valores obtidos por (4.49b) podem ser dados formalmente por  
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Os procedimentos efectuados até aqui permitiram preencher 4 posições de  sendo essas 

posições definidas por 

 bI = n1+n2. (4.41) 

Os estados )( 1nS estão associados a n1=1, 2,, S/4 e as transições estão associadas a n2=1, 2,, M. 
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Como se disse, as métricas para as transições dos quadrantes II, III and IV serão obtidas a partir 

destas 4. O algoritmo deve então prosseguir da seguinte forma: 

 Q.II: As métricas associadas a transições que se iniciam no estado )( 1nqS   são copiadas das 

posições bI para as posições bII (como definidas em seguida) associada ao símbolo simétrico de τγ  

(dada a inversão de rotação mostrada na Figura 4.10). Esta operação deve observar as seguintes regras: 

 2

I,

2

I, bb dd   (4.42a) 

 2

Q,

2

Q, bb dd   (4.42b) 

 bII = (q-n1)M+(M-n2). (4.43) 

 Q.III: Para os estados número )( 1 qnS  , as métricas devem ser copiadas de bI para as posições bIII, 

observando as seguintes regras: 

 2

I,

2

I, bb dd   (4.44a) 

 2

Q,

2

Q, bb dd   (4.44b) 

 bIII = bI+qM = n1+n2+qM. (4.45) 

 Q.IV: Para os estados ))(( 1 qnqS  , as métricas devem ser copiadas de bI para as posições bIV 

observando as seguintes regras: 

 2

I,

2

I, bb dd   (4.46a) 

 2

Q,

2

Q, bb dd   (4.46b) 

 bIV = bII+qM = (q-n1)M+(M-n2)+qM. (4.47) 

Em todos os casos n2 deve varrer ciclicamente os valores: n2=1, 2, , M. 

4.5.3 – Estrutura mínima de dados 

Para a classe de esquemas com S=0 mod 4, este algoritmo permite reduzir o número de sinais de 

transições b,I e b,Q armazenados para apenas 1/8 do valor requerido pelo receptor óptimo, e reduzir o 

número de correlações efectuadas em hardware, para apenas 1/8 do valor requerido pelo receptor 

óptimo. 

A contrapartida é apenas a execução de um conjunto de operações de cópia de métricas afectadas 
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por sinais “”, dependendo dos quadrantes e dependendo de se tratar de uma métrica I,b ou Q,b. 

Na Figura 4.13 representam-se os sinais que devem ser armazenados no caso do esquema h=1/6 

octonário (M=8) usando impulsos 1REC. Segundo (4.2), existem neste caso =812=96 transições 

possíveis. O cálculo das métricas implicaria o armazenamento de 296=192 sinais (I e Q). Aplicando 

o algoritmo de derivação de métricas, apenas são necessários os sinais I,b(t), eliminando-se os 96 

Q,b(t) do ramo em quadratura, e além disso apenas são necessários os sinais associados às transições 

que se partem do primeiro quadrante (3 estados). Ou seja, apenas 38=24 sinais precisam de estar 

memorizados.
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Figura 4.11: Sinais armazenados em 
I

Τ  para o esquema h=1/6, M=8 CPFSK 

(traços contínuos) e as transições que o algoritmo permite dispensar (a tracejado). 

Tal como no receptor óptimo, as métricas devem ser calculadas e memorizadas no vector i de  

elementos. Tendo em conta o que já foi dito e também a relação entre as funções seno e coseno, a 

estrutura de dados necessária para obter as  métricas é: 

 Um vector que armazena os M símbolos de canal possíveis: 

 =[(M1),, 7, 5, 3, 1, +1, +3, +5, +7,, M1]; 

 A matriz ou tabela IΤ com as /4 transições em fase, b,Iτ , de Q.I; 

 O vector i, de  elementos, com as métricas finais do símbolo.i armazena no fim de cada 

intervalo de símbolo a soma das métricas parciais I,b e Q,b, o que pode ser feito de forma 

cumulativa no próprio vector i. 

 Uma tabela de transição de estados contendo as associações entre estados, conforme a treliça 

do esquema a detectar. Uma tabela deste tipo permite a implementação do algoritmo de 

detecção de uma forma configurável segundo o esquema CPM a detectar (ver receptor de 

Q. I

t/Ts 
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[LeBW00]). 

A Figura 4.12 pretende explicitar a manipulação de referência do método implementado de 

derivação de métricas suportado numa tabela. Escolheu-se como exemplo o caso MSK devido à sua 

simplicidade. Mostra-se como a identificação do símbolo i emitido é feita de forma unívoca pela 

posição que a métrica ocupa na tabela de armazenamento das métricas das transições. Cada posição de 

memória só comunica com posições associadas ao mesmo símbolo, e logo na mesma posição relativa 

dentro de cada conjunto de posições associadas a um estado. 
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Figura 4.12: Estruturas e relações na tabela que suporta o processo de derivação de 
métricas no caso particular da MSK (S=4, ). Os símbolos i estão junto das 
transições que definem. 

A Figura 4.13 representa a estrutura geral do vector i e as relações de cópia que permitem 

preencher 3/4 das suas posições à custa das métricas associadas ao primeiro quadrante. 

Pressupondo a observação das condições do teorema apresentado, o algoritmo de cópia de métricas 

está assente nas relações entre as posições de i. Pretende-se que a Figura 4.13 esclareça essas 

relações. Para tal indicam-se as associações entre os estados, quadrantes e símbolos de canal  a que 

correspondem as métricas associadas às transições em cada posição b. É possível ver que cada grupo 

de M transições está associado a um estado, sendo cada uma das transições ordenada segundo a ordem 

dos elementos de . 
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Figura 4.13: Estrutura da memória de armazenamento de métricas, i, em cada iteração. 
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Relembra-se que i é o índice temporal associado ao i-ésimo símbolo i, e que b é o índice de 

posição de i (e não só) que está associado à b-ésima transição, tal como ordenadas inicialmente em 

4.1. As  posições de i são i(b) e estão intimamente relacionadas com as geometrias expressas na 

Figura 4.10. Por exemplo, se dois estados de fase Sn1 e Sn1’ diferem entre si de  radianos, então 

n1’=n1+q, lembrando que existem 2q posições. Cada uma das transições está distanciada de qM 

posições da sua análoga. 

4.6 – Algoritmo de detecção 

A detecção com o AV implica grandes requisitos de memória, especialmente quando a M-aridade 

dos símbolos é elevada ou quando são usados índices de modulação h pequenos (< 0.2). Essas opções 

conduzem a uma melhoria da compactação espectral mas aumentam o número de estados de fase S 

(ver Secção 3.1.5). 

Porém, como se usam símbolos i com valores ímpares, no fim de cada intervalo de símbolo de 

canal, o número de estados de fase possíveis é metade do total. Podem-se separar os estados em dois 

conjuntos: os estados pares, {0, 2 p/q,,(2q-2)  p/q}, e os estados ímpares, {1p/q, 3p/q,, (2q-

1)p/q} (ver Figura 4.14). 

No fim de um intervalo, a fase repousa obrigatoriamente em apenas um dos dois conjuntos de S/2 

estados, alternando sucessivamente de conjunto. Esta simplificação também é válida em CPM multi-h 

[Pint98-Sec.2.2]. 
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Figura 4.14: Distinção dos estados de fase pares e ímpares para h=1/6 (S=12 estados). 

4.6.1 – O algoritmo SA(B,C) 

A terceira etapa de redução de complexidade diz respeito ao algoritmo de detecção de sequências a 

usar. Em vez do AV vai-se estudar-se a aplicação do search algorithm, recentemente estudado em 
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detalhe em [Auli99] e ainda em investigação [Cede00]. Este é um algoritmo de redução de estados 

(RSSD). 

A estrutura do algoritmo depende de duas variáveis, explicitadas na notação SA(B,C). A ideia 

consiste em separar os S estados em classes e, em cada uma, eliminar alguns caminhos. C é o número 

de classes nas quais os estados da treliça são colocados. Assim, cada classe contém S/C estados. B é o 

número de caminhos escolhidos dentro de cada classe. O algoritmo será testado para diferentes pares 

de B e C. 

Este é descrito pelo seguinte conjunto de operações: 

0: Iniciar as memórias dos caminhos com um estado inicial pré-definido. Atribuir métrica 0 a esse 

estado. Atribuir métrica  aos restantes BC-1 estados. 

1: Propagar cada caminho passado para M novos ramos. Calcular o incremento das métricas 

associadas a cada novo caminho e somá-las às passadas. Existem agora MBC caminhos candidatos. 

2: Identificar todas as fusões de caminhos. Manter a de menor métrica e apagar os outros 

candidatos. 

3: Mapear cada caminho candidato na classe de estados correspondente. Existirá selecção de 

caminhos no interior de cada uma das C partições. 

4: Em cada partição seleccionar os B caminhos com métrica inferior. Armazenar os caminhos 

seleccionados e as suas métricas. Se existirem menos do que B caminhos sobreviventes na partição, 

atribuir métrica  aos restantes. 

5: Seleccionar o caminho com métrica inferior. Seguir esse caminho sobrevivente no sentido 

inverso  símbolos e colocá-lo na saída como sendo o (i-)-ésimo símbolo detectado. Voltar ao passo 

1. 

Deve salientar-se que o AV é um caso particular do SA(B,C), embora não tão abrangente quanto o 

generalised Viterbi algorithm [HeWi99]. Abusando da notação, tem-se que: AV=SA(B=1, C=S) – ver 

Figura 4.15. O processo de detecção RSSD que se implementa e estuda na tese aplica o algoritmo 

descrito na forma SA(B,C=1), ou seja, é um AV com redução do número de caminhos propagados. 

Interpretando o AV como um algoritmo que “filtra” os caminhos que passam pelo conjunto de 

estados no fim de cada intervalo de símbolo, então o SA(B,C) dir-se-á que exerce uma maior 

“filtragem” desses caminhos. Eventualmente poder-se-á perder o caminho correcto (durante um certo 

troço), sendo esse o custo que se paga pela redução de complexidade implementada. 
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Figura 4.15: Propagação de estados sobreviventes no search algorithm na sua forma 
geral, e nos casos particulares dos algoritmos testados no receptor proposto. Em (c) 
o valor B=5 é um exemplo particular. 

4.7 – Configuração de hardware e DSP 

O processamento digital de toda a banda de radio frequência (RF), por exemplo de 25 MHz, 

requereria processadores digitais de sinal (DSP) com capacidade de efectuar 500 M instruções por 

segundo (IPS). Os melhores processadores da actualidade conseguem efectuar cerca de 200 MIPS. 

Assim, é impossível fazer a conversão directa de RF para a entrada do DSP. A solução passa por fazer 

conversões para frequências intermédias sucessivamente menores (fi) e fazer a conversão analógico-

digital na frequência intermédia inferior. O último passo é feito já no do domínio digital por meio de 

conversores de frequência digitais. Tendo por base as arquitecturas mais recentes [ZhSY01, MoKS00-

Cap.6], estabelece-se na Figura 4.16 o esquema geral do receptor respeitante à estação base. Lembre-

se que esta tem de processar independentemente os vários canais dos utilizadores do interface rádio. O 

esquema de um terminal será idêntico mas apenas com o processamento de um canal, logo possuindo 

apenas um DSP. 

É de salientar que o hardware necessário para obter as métricas no espaço de Walsh pode ser 

implementado recorrendo à tecnologia mais comum usada nos sistemas de DS-CDMA (direct 

sequence code division multiple access) para fazer a correlação com as várias sequências de 

espalhamento (e.g. [Verd98, GlVu97, Pras96]). 

 

(b) Algoritmo de Viterbi (a) SA(B=2,C) (c) SA(B=5,C=1) 
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Figura 4.16: Andar de RF, super-heterodino, prévio ao detector MLSD proposto, a 
implementar no DSP (configuração da estação base). 

 

A operação em banda de base é realizada com a arquitectura da Figura 4.17. A tabela “cos(b)” que 

se observa na figura é composta das primeiras /4 I,b definidas em (4.16a), ou seja as primeiras /4 

posições de IΤ , exemplificada na Figura 4.11. 
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Figura 4.17: Receptor de processamento total em tempo discreto. 

A arquitectura do detector DSP proposto é descrito de forma detalhada na Figura 4.18. 

O esquema de operações do simulador desenvolvido pode ser consultado na Figura 4.19. O bloco 

“MLSD ou RSSD” é o mesmo da Figura 4.18. 
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Figura 4.18: Fluxo de dados e sequência de operações para o receptor total 
simplificado, detalhando o bloco de projecção no espaço de Walsh. 
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Figura 4.19: Fluxo de dados e sequência de operações no simulador criado. 

4.8 – Sincronismo da MSK 

A aquisição do sincronismo em sistemas com CPM é um tema onde ainda existe muita necessidade 

de investigação. O caso particular da MSK, por ser também da família BFSK (cf. Secção 3.1.2 e 

Anexo B), permite uma geração dos sinais de sincronismo muito simples que permitiu o seu uso 

corrente, por exemplo no GSM. Tendo em conta o que foi dito na Secção 3.1.2, a MSK pode ser 

escrita na forma  
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em que i são os dados binários {-1,+1} e i é a fase que garante a continuidade (ver também o 

Anexo A.4), assumindo valores em {0}, e dada por [Skla88-Sec.7.9.2] 
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As frequências de desvio durante cada símbolo i são 
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b

c
T

ff
4

1
2  . (4.50b) 

Na Figura 4.20 mostra-se o esquema de blocos que gera uma portadora coerente e o sinal para o 

sincronismo de bit. 
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Figura 4.20: Bloco de aquisição de sincronismo em MSK. 

Após a elevação ao quadrado tem-se 
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Como i{0}, o seu efeito era equivalente a um factor multiplicativo de valores {1, +1}. Após 

a elevação ao quadrado o seu efeito desaparece. 

Definem-se as frequências intermédias centradas em 2fc e associadas a i=1 e i=+1 como 
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Fazendo a multiplicação dos sinais centrados em 1f  e 2f  , tem-se 
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Em (4.51) e (4.53) usou-se a relação trigonométrica cos(a)cos(b)=0.5cos(a+b)+0.5cos(ab). 

Após um filtro passa-alto e um divisor de frequência de factor 4, obtém-se a portadora estimada 
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cf̂ . Directamente na saída do filtro passa-baixo tem-se um sinusóide de frequência 1/Ts=Rs que serve 

para o sincronismo de relógio. A amplitude dos sinais é, na prática, afectada de constantes 

multiplicativas associadas aos blocos usados, e aqui ignoradas. 

A existência de um erro de fase da forma =2 (exemplo na Figura 4.21) implica uma 

degradação no desempenho que é calculável analiticamente, tal como indicado em [AnAS86-

Sec.9.1.4], partindo da definição (3.19), ou em [Pint98-Sec.2.5], usando as expressões (3.21).  

 

Figura 4.21: Erro de fase na treliça da MSK (= /8). 

Na Tabela 4.1 indicam-se as perdas existentes em MSK, para probabilidades de erro realistas em 

comunicações rádio (Pb>10-5). 

Tabela 4.1: Perda de potência em MSK (para Eb/N0 elevado) com detecção 
óptima, devido a um erro de fase de  (com dados de [AnAS86-p.369]).

  [º] Perda [dB] 

0.01 3.6 0.37 

0.02 7.2 0.79 

0.03 10.8 1.26 

0.04 14.4 1.77 

0.05 18.0 2.34 

 

Em [Pint98-Sec.2.5] as expressões foram aplicadas para um receptor óptimo de CPM-h (h1=3/8, 

h2=4/8), verificando-se que as perdas aumentam muito pouco (apenas 0.2 dB quando 100=5%, o 

pior caso considerado). 

A referência [MeAn97-Cap.6] é dedicada ao sincronismo de fase em CPM com parâmetros gerais. 

A aquisição do sincronismo de relógio é abordada em [MeAn97-Cap.9]. 

(t,) 
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Capítulo 5  

Análise do receptor 

(…) Suddenly, totally unexpectedly, I had this incredible revelation: I realized 

that what was holding me up was exactly what would solve the problem I’ve had in 

my Iwasava attempt three years earlier. It was the most important moment of my 

working life. It was so indescribably beautiful; it was so simple and so elegant, and I 

just stayed and disbelieved for twenty minutes. Then, during the day, traveling the 

department, I keep coming back to my desk to see if it was still there. It was still 

there. Almost what seemed to be stopping that Flach and Kolyvagin, was exactly 

what would make horizontally Iwasava theory, my original approach to the problem 

from three years before… would make exactly that work. So out of the ashes seemed 

to arise the true answer to the problem. 

(Prof. Andrew Wiles1 in “Horizon”, BBC, MCMXCVI) 

 

Neste capítulo irá proceder-se ao teste do receptor exposto no capítulo anterior. Os testes serão 

realizados usando um canal apenas com AWGN e, posteriormente, num canal que reflecte a pior 

condição de propagação em sistemas sem fios de banda estreita: a distorção multiplicativa de 

Rayleigh. O receptor será submetido a testes que permitirão retirar conclusões sobre a dimensão 

mínima do espaço de Walsh (EW) necessária, sobre a robustez do mecanismo de derivação de métrica 

e, por fim, acerca da possível redução do numero mínimo de estados a propagar pelo algoritmo de 

detecção de sequências. O estudo inicia-se com uma investigação acerca do efeito da amostragem no 

receptor discreto (DSP). 

5.1 – Análise com ruído branco gaussiano 

Nesta secção vai analisar-se o desempenho do receptor sub-óptimo na detecção de sequências com 

AWGN. Começa-se por se definir as condições de simulação do ruído e de como ele é implementado 

no simulador desenvolvido em Matlab 5.3, recorrendo ao equivalente passa-baixo (EPB) dos sinais 

                                                      

1 Matemático. Demonstrou em 1994 “O Último Teorema de Fermat” (e.g. [Acze97]). Optou-se por não se 

traduzir esta citação. 
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CPM, conforme descrito no Anexo G. 

5.1.1 – Potência do ruído simulado 

As relações entre a energia de bit, a energia de símbolo (já referidas no Cap.2), a potência do sinal, 

P, o tempo de símbolo e o tempo de bit são: 
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A última expressão é a mesma que a (2.32). 

Atribui-se à amplitude do sinal CPM definido por (3.1) o valor unitário, ou seja 
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A potência do ruído branco que perturba o processo de detecção é 
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Usando o teorema de Parceval e lembrando que se tem uma base ortonormada, definida na Secção 

2.2.3, a potência do ruído que afecta as métricas i é 
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Usando este resultado pode escrever-se 
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Usando (5.7) e impondo Eb=1, a potência de ruído de um simulador em tempo contínuo seria 
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A implementação do simulador em tempo discreto obriga ainda às considerações expostas na 

secção seguinte. 

A variância (ou potência) determinada para o ruído está associada a uma transmissão binária, ou 

seja em que os símbolos de canal i correspondem aos bits de informação i. Quando se efectua uma 

transmissão M-ária em geral, a variância (5.8) deve ser referida à energia de símbolo. Usando (5.3) 

vem: 
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5.1.2 – Implementação da simulação 

Tendo em atenção que os filtros de recepção são implementados sob a forma de correladores 

[MoCe99], o sinal no ramo I após o correlador é 
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O efeito de filtragem passa baixo que a integração no domínio Ts insere elimina a segunda parcela 

deste sinal, restando apenas a componente na banda de base, ficando 
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Sem perda de generalidade, considera-se uma energia de símbolo normalizada Es=1 e um tempo de 

símbolo Ts=1. Desenvolvendo as expressões análogas para o ramo em quadratura, é possível mostrar 

que o equivalente passa-baixo (EPB) do sinal emitido é simplesmente 

 ),(I γts =  0),(cos  γt  (5.12a) 

 ),(Q γts =  0),(sen  γt  (5.12b) 

e os EPB das transições são os sinais 

 bI, = ),(I bγt =  ),(cos bγt  (5.13a) 

 bQ, = ),(Q bγt =  ),(sen bγt  (5.13b) 
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para b=1, 2, ,. Estes sinais já foram subentendidos (mas em tempo discreto) nas expressões (4.15)-

(4-16).

Quando se efectua uma simulação com o método de Monte Carlo (ver Anexo H), a ordem de 

grandeza da probabilidade de erro a obter em cada Eb/N0 pode ser conhecida através de algumas 

simulações para o mesmo Eb/N0 e analisando o valor médio das BER obtidas. Assim, e havendo 

apenas AWGN, cada simulação conducente à obtenção de um ponto (Eb/N0, Pb=10-) é realizada com 

um número de bits Nb=10+1, conforme a regra justificada no Anexo H. Esse número de bits 

corresponde a um número de símbolos de canal, i, que é menor quando M>2, dado por Ns= 

Nb/log2(M). Esse número de símbolos é segmentado em várias janelas de simulação, cada uma com Nj 

símbolos i. Existirão tantas janelas de simulação quantas as necessárias para simular os Ns símbolos. 

Em cada iteração impõe-se um número de pontos da forma 2n, com n  +. Assim, quer o número de 

símbolos simulados em casa janela, quer o número de pontos por símbolo, Ks, são também sempre 

dessa forma, já que o número de pontos numa janela é obviamente dado pelo produto destas duas 

grandezas. 

Sendo o tempo de amostragem Ta=Ts/Ks, a frequência de amostragem é 

 fa =
s

s

T

K
 (5.14) 

Relembra-se que na Secção 4.2.1 definiu-se yi(t) como sendo o equivalente passa-baixo do sinal 

recebido, i.e. um complexo, e que Ks é o número de amostras em cada intervalo de símbolo Ts. 

A aplicação da expressão da distância euclidiana incremental (3.18) foi definida nas expressões 

(4.10-4.11). A métrica i(b) em tempo discreto, será 
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O valor esperado da métrica incremental i(b) é 
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Mostra-se que o seu segundo momento é [AnAS86-Sec7.4.1], para as transições b= 1, 2, ,  
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  )(2 bE i = 
4
0 sTN

+E2[i(b)]. (5.17) 

Uma vez que a simulação é efectuada em tempo discreto, interessa saber de que forma a 

discretização afecta as estatísticas do sinal amostrado. O valor esperado da métrica obtida através dos 

sinais amostrados é 

  )()(disc bE i = 
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que, quando Ks, tende para o valor  )(2 bE i  do caso contínuo, dado em (5.16). 

Para a variância da métrica )()(disc bi  tem-se que [AnAS86-Sec7.4.1] 
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Assim, comparando (5.19) com (5.17), conclui-se que as amostras de ruído que simulam um 

processo de ruído contínuo com uma DEP de valor N0/2 terão de ter a variância: 
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Como se impôs Ts=1, mais uma vez sem perda de generalidade, esta expressão é a determinada 

para o caso contínuoc.f. (5.6)multiplicada pelo número de amostras por símbolo, isto é o número 

de pontos simulados para representar cada transição de fase. 

O espectro do sinal CPM é dado por 

  )()(
2

1
)( cpbcpb ffXffXfX   . (5.21) 

onde Xpb é o espectro do sinal EPB simulado (ver anexo G). 

O cálculo aproximado do seu espectro pode ser feito pelo método de abordagem directa [ZiPe85-

p.236]: 
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onde o numerador do argumento é a Transformada de Fourier dos sinais simulados durante um 

intervalo de tempo de NTs segundos. 
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5.1.3 – Validação do simulador 

O simulador foi validado com a modulação MSK, para a qual existem alguns trabalhos de 

simulação publicados com recepção coerente, o que permitiu verificar que todas as constantes de 

escala foram correctamente inseridas. Tal como neste trabalho, também nessas referência consultadas 

a curva de BER não é a esperada para as modulações binárias antipodais (ver Secção 2.2.3), resultado 

esse que aparece na esmagadora maioria da literatura. Na verdade a expressão da probabilidade de erro 

(2.28b) com 2

mind =2 fornece um desempenho melhor do que o obtido experimentalmente [MuHi81] ou 

por simulação [MeAn97-p.31, Rodr97-p.141]. A diferença assimptótica entre as curvas de BER é de 

0.7 dB. O primeiro autor a fazer essa constatação, Murota, propôs que a expressão (2.28b) 

continuasse a ser usada, mas aplicando uma DEQMN equivalente 7.12

min d . Fazendo essa 

modificação, a curva resultante aproxima-se em menos de 0.2 dB dos resultados obtidos na simulação 

para a MSK, validando o simulador. Os resultados são apresentados na secção seguinte, 

conjuntamente com outros os outros esquemas utilizados para estudar o desempenho do receptor 

proposto. 

5.1.4 – Os esquemas de teste 

Esquemas teste que irão servir de teste ao receptor proposto são os constituídos através dos 

seguintes parâmetros: 

 impulsos de fase q(t) de resposta total 1REC e 1RC (apenas qualitativamente); 

 M= 2, 4, 8 e 16 com h=1/2: a usar nos testes de amostragem do sinal recebido y(t); 

 M=4 e 8 com h=9/20, por conduzirem a um máximo local de 2

mind (ver Figura 3.14 3 3.15).  

Na Tabela 5.1 resumiram-se as características dos esquemas seleccionados assim como o número 

de estados, S, o número de transições , , e o número total de Q (número de filtros ou correladores 

necessários). Por fim indica-se o número de transições a armazenar no receptor proposto, a. 

Tabela 5.1: Esquemas CPM não codificados seleccionados. 

h M S B99.0Tb 
2

mind  G [dB]  2 a

1/2 

2 4 1.20 2.0 0 8 16 2 

4 4 1.30 2.0 0 16 32 4 

8 4 1.55 3.0 1.76 32 64 8 

16 4 - - - 64 128 16 

9/20 
4 40 1.18 3.60 2.56 160 320 40 

8 40 1.40 5.40 4.31 320 640 80 
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Os quatro primeiros esquemas indicados (h=1/2) serão usados para testar o número de amostras por 

símbolo de canal, Ks, e a dimensão F dos EW’s. Embora sendo esquemas catastróficos (c.f. Figuras 

3.14 e 3.15), eles possuem apenas quatro estados de fase, que é precisamente o menor número de 

estados que um esquema CPM poderá ter para funcionar com o mecanismo de derivação de métricas 

proposto. O número destes esquemas, M ,é também sempre muito pequeno. Uma vez que a 

investigação da dimensão mínima do EW em função da M-aridade da modulação ou do seu índice de 

modulação não depende da detecção dos estados mas da aproximação dos sinais pelo EW, então estes 

esquemas catastróficos são uma boa opção durante essa investigação. Note-se também que neste 

contexto a largura de banda do esquema CPM não é relevante. 

Os valores das DEQMN’s para os esquemas com M-CPFSK h=1/2 da Tabela 5.1 foram obtidos nas 

Figuras 3.14 e 3.15. Os valores das larguras de banda normalizadas dos mesmos esquemas foram 

obtidos graficamente em [AnAS86-p.183] 

Para M=16 não são conhecidas simulações que tenham permitido obter o valor da DEQMN. Assim, 

apenas se conhece o limite superior observável na Figura 3.13. Adiante concluir-se-á que este esquema 

16-CPFSK também é catastrófico, sendo o seu ganho muito inferior ao antevisto através do limite 

superior para a DEQMN. O desempenho deste esquema será pois pela primeira vez conhecido 

mediante simulação. 

Como se disse, os esquemas quaternários e octonários com h=9/20 são os esquemas propostos para 

utilização conjunta com o receptor definido devido às suas excelentes características em termos de 

largura de banda, ganho e complexidade (cf. Secção 3.1.5). 

A análise do receptor proposto é feita em três etapas, correspondentes ao blocos em que a tese 

propõe soluções sub-óptimas. Estes três pontos são a dimensão do EW, a derivação de métricas e por 

fim o efeito da redução do número de estados a propagar, B, quando se usa o SA(B,C=1). Para cada 

uma das propostas procura-se o limite de redução de hardware ou de complexidade que conduzem a 

degradações de desempenho toleráveis. Note-se que a derivação de métricas não implica de per se 

qualquer erro adicional no cálculo de métricas. Ele só ocorre quando há erro de sincronismo de fase, 

devido à quebra das relações de simetria. 

Os resultados que se apresentam nesta tese dizem todos respeito a esquemas com impulsos 1REC, 

embora também se tenha comprovado o funcionamento do receptor proposto com os impulsos 1RC. 

Apesar da redução de banda que os impulsos de fase 1RC proporcionam, o ganho alcançado é inferior 

[AuSu81]. Este facto foi confirmado no simulador construído. 

Na Figura 5.1 e na Figura 5.2 mostram-se as transições do ramo em fase dos esquemas 1REC, 

respectivamente com h=1/2 e com h=9/20. 
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Figura 5.1: Transições de fase I para os esquemas 1REC com h=1/2. 

(a) M=2 

(b) M=4 

(c) M=8 
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Figura 5.2: Transições de fase I para os esquemas 1REC com h=9/20. 

 

Na Figura 5.3 e na Figura 5.4 mostram-se as transições do ramo em fase dos esquemas 1RC, 

respectivamente com h=1/2 e com h=9/20. 

(a) M=4 

(b) M=8 
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Figura 5.3: Transições de fase I para os esquemas 1RC com h=1/2. 

(a) M=2 

(b) M=4 

(c) M=8 
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Figura 5.4: Transições de fase I para os esquemas 1RC com h=9/20. 

5.1.5 – Efeito da amostragem na recepção óptima 

Nesta secção mostras-se o efeito no número de amostras, Ks, por símbolo de canal, .

Nas figuras desta secção, assim nas figuras das secções seguintes, optou-se por incluir sempre quer 

a curva de desempenho da transmissão antipodal, quer a curva proposta por Murota para a MSK, com 

(b) M=8 

(a) M=4 
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t/Ts 
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2

mind =1.7 [MuHi81]. 

A diminuição do número de amostras afecta mais o desempenho quando a dimensão do EW é mais 

reduzida e insuficiente para aproximar o espaço dos sinais CPM pelo EW. Isto poderá dever-se à 

maior necessidade de rigor no calculo das integrações F, sob pena do erro se de propagar de forma 

amplificada durante a obtenção das métricas a partir das projecções, segundo (4.38). 
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Figura 5.5: Análise da influência de Ks no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2, com M=8. 
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Figura 5.6: Análise da influência de Ks no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2, com M=4. 
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Figura 5.7: Análise da influência de Ks no desempenho com AWGN dos esquemas 
1REC, h=1/2, com M=2 no receptor óptimo e no sub-óptimo com F=2. 
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Figura 5.8: Análise da influência de Ks no desempenho com AWGN dos esquemas 
1REC, h=1/2, com M=2 no receptor sub-óptimo com F=4 e F=8. 

Na Figura 5.7 observa-se que a recepção sub-óptima da MSK é muito pouco afectada em face da 

variação de Ks entre 16 e 64. Com o receptor sub-óptimo a penalização devida à diminuição de Ks de 

64 para 16 já é visível, porém é <0.3 dB. Observa-se também que apenas com F=2 o receptor sub-

óptimo aproxima muito bem o desempenho do receptor óptimo. Esta conclusão será melhor suportada 
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na secção seguinte. 

Os resultados obtidos e reunidos nas figuras desta secção extrai-se que o valor mínimo de amostras 

por símbolo que permite efectuar uma simulação em tempo discreto de forma a aproximar bem o caso 

contínuo em todas as situações é Ks=64. 

5.1.6 – Análise da dimensão do espaço de Walsh 

Nas figuras seguintes apresentam-se os resultados do comportamento dos esquemas h=1/2 em 

função da dimensão F das funções da Walsh, sendo comparados com os respectivos receptores 

óptimos. 
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Figura 5.9: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN do esquema 1REC, h=1/2, M=16. 
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Figura 5.10: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN do esquema 1REC, h=1/2, M=8. 
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Figura 5.11: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN do esquema 1REC, h=1/2, M=4. 
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Figura 5.12: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN do esquema 1REC, h=1/2, M=2 (MSK). 

Os resultados mostram que apenas com um espaço de Walsh de dimensão 2 é possível fazer uma 

detecção da MSK que se afasta do desempenho óptimo em apenas 0.2 dB. O aumento de F para 4 ou 8 

não permite distinguir os resultados dos obtidos com o receptor óptimo (métricas por correlação). 

Para alguns valores de Eb/N0 existem incongruências como por exemplo uma probabilidade de erro 

obtida com F=8 ser ligeiramente menor que a da simulação sem projecção no EW. Esses resultados 

são explicáveis pela variância que existe nos pontos da BER obtidos por simulação. 

Foram feitas comparações exaustivas entre os valores das métricas incrementais I,i e Q,i obtidas 

com o EW e os valores dessas métricas quando obtidas directamente através das correlações com as 

transições I,b e Q,b tendo sido verificado que a diferença entre os valores era sempre inferior a 5% dos 

seus valores absolutos. Durante essa análise verificou-se também que os valores entre as métricas 

acumuladas nos dois estados sobreviventes com as maiores métricas são quase sempre muito 

próximos. Por este motivo um pequeno alargamento do intervalo de erro do cálculo das métricas pode 

prejudicar bastante a selecção da sequência estimada. 

As figuras precedentes permitem também ver que os esquemas com h=1/2 que são catastróficos (cf. 

Figuras 3.14, 3.15 e 3.16) apresentam ganhos face à MSK. Observa-se que os ganhos com M=4, 8 e 16 

são respectivamente 1 dB, 2 dB e 3 dB. Tal é justificável pelo facto da constante multiplicativa 

que afecta a expressão (2.28b) ser menor que a unidade, que é normalmente assumida. 
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Na Figura 5.13 e na Figura 5.14 são mostrados os resultados para os esquemas com h=9/20. Os 

ganhos (referidos à MSK) previstos através da DEQMN dos esquemas (cf. Tabela 3.4) com recepção 

óptima são nesta tese confirmados pela primeira vez por via de simulação. Obteve-se G2.6 dB para 

M=4 e G4.3 dB para M=8. 
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Figura 5.13: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN dos esquemas 1REC, h=9/20, M=4. 
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Figura 5.14: Análise da influência da dimensão do espaço de Walsh no desempenho 
com AWGN dos esquemas 1REC, h=9/20, M=8. 
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A principal conclusão que se retira da análise de todas as figuras desta secção é que a dimensão 

mínima do EW é sempre precisamente o valor da M-aridade aplicada, ou seja, deve ter-se F  M. À 

medida que M aumenta o cumprimento dessa condição torna-se mais imperativo: verifica-se um 

crescimento muito rápido das perdas para F< M, quando M cresce. Isso é explicável pelo facto do 

aumento de M permitir a existência de transições de fase mais abruptas e logo sinais sI e sQ com 

maiores oscilações. O caso de M=16 com F=2 não foi representado na Figura 5.9 uma vez que 

conduzia a resultados semelhantes com F=4 (representados na mesma Figura 5.9) e semelhantes 

também ao caso com M=8 e F=2 (representado na Figura 5.10), mostrando que a detecção é feita com 

uma Pb próxima de 0.5. 

O processo de integração segmentada, descrito pela expressão (4.33) foi implementado e testado no 

simulador. Embora esse método tenha vantagens em termos de implementação em hardware (DSP), tal 

como foi explicitado na Secção 4.4.3, verificou-se que a sua implementação em Matlab conduz a 

tempos de simulação superiores (20%) devido ao uso de um ciclo “FOR” respeitante aos F 

segmentos das funções de Walsh. 

Este método de obtenção das métricas já foi testado em [TaSh00] para os esquemas 3RC com M=8 

e h variável, tendo sido também verificado que a penalização diminui com a diminuição do índice de 

modulação, o que é compreensível pelo facto de as transições serem mais suaves (sinais mais 

constantes) e logo o EW aproximar bem o espaço original dos sinais. Mesmo usando apenas o 

conjunto de funções de ordem k=2, i.e., w4,,j, a perda no desempenho cifra-se sempre abaixo de 0.5 dB. 

Para F=4 a perda é sempre inferior a de 0.2 dB e quando F=8 a perda é sempre inferior a 0.1 dB para 

esquemas com h<0.7. Resultados semelhantes já haviam sido verificados noutros esquemas de 

resposta parcial quaternários (M=4) com impulsos GMSK com L=5 e 6, h=1/4, 1/5 e 1/6 [SvSv99a]. 

5.1.7 – Quebra de simetria no espaço de fases 

Nesta secção apresenta-se o estudo efectuado sobre a influência no desempenho dos erros de fase 

constantes . 

Para além do erro cometido no cálculo das métricas dos estados fundamentais, a quebra de 

simetrias implica a introdução de mais erros durante o processo de replicação de métricas uma vez que 

a correlação entre os sinais desaparece com o aumento de . 

A Figura 5.15 mostra o surgimento da falta de simetrias entre as transições para um esquema 1RC 

quaternário de h=1/2. As transições com =0 foram mostradas na Figura 5.3(b). 
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Figura 5.15: Quebra de simetria entre as transições no caso do esquema 
1RC, M=4, h=1/2 em presença de uma rotação de fase. 

 

 

Nas figuras seguintes apresentam-se os desempenhos obtidos, para os esquemas de teste (h=1/2) e 

para os esquemas propostos (h=9/20), em presença de um erro de fase constante. Mostram-se 

resultados até =20º. 

As figuras apresentadas mostram que o erro de sincronismo constante introduz uma penalização de 

potência mais grave à medida que M diminui. No caso binário tem-se uma perda que se eleva a 2 dB 

para =20º e 1.5 dB para =15º (c.f. Tabela 4.1). 

Analisando estes esquemas de h=1/2 com vários outros valores de erro de fase verificou-se que 

erros de fase simétricos em torno de /4 originam exactamente os mesmos efeitos. Em = /4 ocorre 

a maior degradação do desempenho, sendo a detecção caracterizada por um valor de Pb próximo de 

0.5. 

 

(a) =1º (b) =10º 

(c) =20º (d) =45º 
t/Ts t/Ts 

t/Ts t/Ts 
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Figura 5.16: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2 com M=16. 
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Figura 5.17: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2 com M=8. 
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Figura 5.18: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2 com M=4. 
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Figura 5.19: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN dos 
esquemas 1REC, h=1/2 com M=2. 
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Em seguida apresentam-se os resultados obtidos para os esquemas com h=9/20. 
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Figura 5.20: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN do 
esquema 1REC, h=9/20 com M=4. 
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Figura 5.21: Análise da influência do erro de fase no desempenho com AWGN do 
esquema 1REC, h=9/20 com M=8. 
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A análise dos esquemas h=9/20, com S=40 estados, o efeito do erro de fase constante é menos 

grave do que nos esquemas com S=4 (cf. Figura 5.21 com as 4 figuras anteriores). Com h=9/20 

mostram-se resultados variando   até 30º. 

Uma variação de  para outros valores permitiu detectar que em = 40.5º, ou seja = 

(9/20)/2) ocorre o máximo da penalização, sendo Pb próxima de 0.5.  

Os resultados mostrados nas figuras desta secção, assim como a análise de outros  , quer com 

h=9/20 quer com h=1/2, permitem afirmar que, com o algoritmo criado, o erro máximo na geração das 

 métricas (i.e., o pior desempenho) ocorre quando   =h/2, sendo periódico em h. Desvios da 

fase simétricos em torno de   =nh/2 conduzem aos mesmo desempenhos. 

5.1.8 – Efeito da redução de estados 

Nesta secção apresentam-se o estudo realizado para determinar a tolerância do receptor face à 

redução do número de percursos sobreviventes armazenados. Como nas secções precedentes, o estudo 

inicia-se com os esquemas catastróficos e depois analisam-se os dois esquemas óptimos seleccionados. 

Nos esquemas com h=1/2 verifica-se que apenas quando só se propaga um só dos 4 caminhos 

possíveis (B=1) se tem uma degradação significativa do desempenho. Isso sucede para qualquer uma 

das quatro M-aridades consideradas. 
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Figura 5.22: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN dos esquemas 1REC, h=1/2 com M=16. 
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Figura 5.23: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN dos esquemas 1REC, h=1/2 com M=8. 
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Figura 5.24: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN dos esquemas 1REC, h=1/2 com M=4. 
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Figura 5.25: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN dos esquemas 1REC, h=1/2 com M=2. 

Na Figura 5.26 e na Figura 5.27 apresentam-se os resultados para os esquemas h=9/20 para M=4 e 

M=8 respectivamente. 
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Figura 5.26: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN do esquema 1REC, h=9/20 com M=4. 
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Figura 5.27: Análise da influência da redução de estados no desempenho com 
AWGN do esquema 1REC, h=9/20 com M=8. 

Nos esquemas com h=9/20 (com 40 estados) verifica-se que se pode reduzir B até um valor tão 

baixo como B=5 introduzindo uma perda de menos de 0.5 dB em qualquer dos dois esquemas 

seleccionados (M=4 e M=8). 

Foi observado também que para valores de B < 4 (que não são mostrados), a degradação sobe 

drasticamente, isto é, é mais provável que o caminho mais próximo do caminho correcto (ou ele 

próprio) deixe de estar entre os sobreviventes. 

Durante a concepção do simulador verificou-se que o SA(B,C) é computacionalmente mais pesado 

que o AV quando B é próximo do seu valor máximo S (sendo C=1). Tal deve-se ao peso que tem a 

procura da localização dos B caminhos sobreviventes. Note-se que no AV sabe-se a priori que em 

todos os estados há um caminho sobrevivente a considerar na iteração seguinte, dispensando essa 

procura. 

5.2 – O receptor proposto 

Após estudar o impacto isolado de cada uma das simplificações introduzidas no receptor, mostra-se 

agora o efeito da sua concatenação na recepção dos esquemas com h=9/20 e M=8 ou M=4. Os 

receptores sub-óptimos usados são os definidos pelos os parâmetros mínimos que obedecem às regras 

encontradas com o estudos das secções anteriores para os esquemas catastróficos, isto é, aplicando 
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F=B=M. Na Figura 5.28 esses resultados são comparados com os obtidos com os respectivos 

receptores óptimos. 
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Figura 5.28: Desempenho com AWGN dos esquemas 1REC, h=9/20 com M=4 e 
M=8 usando as três simplificações propostas. 

Verifica-se que os receptores sub-óptimos concebidos são quase óptimos: no caso quaternário o 

desempenho é apenas 0.1 dB pior do que o respectivo receptor óptimo. No caso de M=8 a perda é de 

<0.3 dB. Se para esse esquema se se usar um receptor ainda mais simples, apenas com B=4, essa 

degradação fica mesmo assim em apenas 0.5 dB. Na Figura 5.28 também se apresenta o desempenho 

do receptor sub-óptimo que se propõe para a MSK, verificando-se que a penalização introduzida pela 

recepção sub-óptima é somente 0.4 dB. 

5.3 – Canais rádio: o desvanecimento 

Quando a propagação no canal rádio é feita por difracção e reflexão no meio físico (construções e 

solo) existem alterações temporais e espaciais no canal rádio que liga a estação base ao móvel, i.e., 

desvanecimento. As alterações podem dever-se à mudança de posição do móvel quando possui uma 

velocidade v relativamente à estação base2, ou devido a alterações nos parâmetros electromagnéticos 

do meio. O desvanecimento pode ser separado em lento (ou log-normal), rl, e rápido (ou de Rayleigh), 

                                                      
2 Rigorosamente o versor da velocidade, ûv, é tangente à geodésica que liga a estação base ao móvel. 
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rR, sendo a sua contribuição para a envolvente s(t) da forma: 

 )(2)()()( tj

Rl etrtrts   . (5.23) 

t) é a fase instantânea do desvanecimento. Esta é adicionada à fase do sinal emitido, sendo por 

isso muito importante quando o sinal é da forma CPM. Ver-se-á que a sua estimação e compensação é 

imprescindível em ambientes sem fios com desvanecimento Rayleigh. Pelo contrário, a amplitude do 

desvanecimento tem efeitos menos dramáticos. 

Uma caracterização mais detalhada do desvanecimento em canais rádio é feita em [Skla97a, 

Pras98-Cap.2, GlVu97-Sec.5.5] e as técnicas existentes para compensação do seu efeito são expostas 

em [Skla97b]. 

Os futuros sistemas rádio de alto débito irão localizar-se na banda dos 40 GHz ou mesmo 

superiores. A propagação a essas frequências pode ser estudada recorrendo a técnicas de óptica 

geométrica uma vez que o mecanismo de difracção é desprezável. O caso particular desse tipo de 

sistemas é resumidamente descrito em [Dini01-Apêndice]. 

5.3.1 – Desvanecimento lento 

O desvanecimento lento deve-se à variação temporal dos parâmetros electromagnéticos do meio e à 

variação espacial do perfil do terreno. Existe uma correlação entre esse perfil e a média local do 

desvanecimento lento [Lee93-Sec.1.3]. Essa média local é tipicamente calculada numa janela espacial 

de 40 comprimentos de onda () [Pras98-p.32]. 

A estatística que descreve o desvanecimento lento é a log-normal. Esta corresponde à distribuição 

de uma variável aleatória (VA) que possua uma função densidade de probabilidade (fdp) gaussiana 

para o seu logaritmo neperiano. 

A mudança de variável de uma distribuição tem de observar 

 )()( xp
dx

dy
yp XY  . (5.24) 

Desta forma , a conversão 

 )log(20 xy  = )ln(
10ln

20
x  (5.25) 

implica 
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A distribuição log-normal pode então ser escrita na forma 
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A distribuição de ln(x) é uma gaussiana pois, tendo em atenção a expressão (2.9), é fácil notar que 
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sendo N(, ) a distribuição gaussiana ou normal de média x e desvio padrão x. 

5.3.2 – Desvanecimento rápido 

O desvanecimento rápido deve-se à propagação multi-percurso. Este efeito traduz-se numa resposta 

impulsional do canal da forma (e.g [Rapp96-Sec.4.2, Pras96-Sec.5.2]): 
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 (5.29) 

onde fc é a portadora e Nw é o número de raios que chegam ao receptor (ver Anexo J). A resposta 

depende do instante  de excitação e do ponto do espaço  onde é sondada a resposta. Pressupõe-se 

uma excitação feita na origem das coordenadas. O n-ésimo raio chega com atraso n(, ), amplitude 

An(t,, ), atraso de fase devido à propagação em espaço livre de 2 fcn e atraso de fase n(t , , ) 

devido a outros desvios de fase no canal. Considera-se em (2.11) que o número de percursos 

significativos é Np. 

A dependência com  e  traduz respectivamente a variação espacial e temporal do canal. Se 

fizermos uma aproximação de estacionariedade e invariância espacial, pode-se reduzir (5.28) à sua 

expressão mais comum: 
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A componente do sinal associada ao desvanecimento rápido tem uma envolvente, x, caracterizável 

por uma distribuição de Rayleigh com desvio padrão : 
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Quando existe linha de vista, existe um raio directo com amplitude A0 superior à dos restantes 

raios. A fdp que descreve a amplitude do sinal no móvel é uma distribuição de Rice (e.g [CCIR86]): 
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em que I0 é a função de Bessel modificada de ordem zero. Quando A00, (5.32) tende para (5.31), ou 

seja, tende para a estatística do caso em que nenhum raio é preponderante. Quando A0>>r, (5.32) 

tende para uma distribuição normal, ou seja para a situação de apenas desvanecimento lento (apenas 

raio directo). 

Em tudo o que foi descrito nesta secção assumiram-se processos ergódicos [Papo84-Sec.9.5], ou 

seja as médias temporais (fáceis de obter experimentalmente) coincidem com as médias estatísticas 

das amostras:    )()( i

nn txtxE ,  n. 

No Anexo J relaciona-se a distribuição de Rayleigh com a distribuição gaussiana simples e a 

distribuição de Rice com a gaussiana bivariável. 

5.3.3 – Desvanecimento composto 

A expressão que descreve a distribuição conjunta dos dois tipos de desvanecimentos descritos 

(envolvente do sinal) é a distribuição de Suzuki, dada por [Yaco93,Sec.7.7.2] 
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com 

Rmmédia local em decibéis (média do desvanecimento rápido); 

Smmédia da componente de desvanecimento log-normal em decibéis; 

desvio padrão em decibéis. 

Quando   é nulo, (2.32) simplifica-se para um caso com apenas desvanecimento de Rayleigh: 
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5.3.4 – Caracterização dos canais 

Existem as seguintes relações entre as varias grandezas usadas para caracterizar os canais rádio 

(e.g. [Skla97a]): 

 Espectro de Doppler [Hz] = TF{ tempo de coerência [s]}; 

 Largura de banda de coerência [Hz] = TF{espalhamento do atraso [s]}. 

O tempo de coerência é a o intervalo de tempo durante o qual se pode considerar que o 

desvanecimento é aproximadamente constante. Este valor é aproximadamente 1/fmax. O espalhamento 

do atraso, T, é uma medida efectuada sobre o perfil de atraso de potência recebida, isto é, do 

diagrama que representa a potência recebida em função do tempo de atraso, quando é emitido um 

impulso de Dirac. 

Considerando a gama de frequências com correlação superior a 0.9, a largura de banda de 

coerência é aproximadamente [Pras98-p.54] 
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Considerando a gama de frequências com correlação superior a 0.5, a largura de banda de 

coerência já será 
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A classificação de um canal quanto à sua largura banda faz-se segundo: 
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 (5.37) 

A consideração de apenas desvanecimento uniforme, isto é multiplicativo, tal como definido em 

(5.23), só faz sentido em canais de banda estreita. Se tal não ocorrer terá de ser usado um modelo de 

canal com um desvanecimento que afecta de forma não uniforme as várias frequências do canal. Esses 

modelos beseam-se numa linha de atrasos que implementa a expressão (5.28) (e.g. [Pint98-Cap.5, 

Pars92-Cap.5]). 

5.4 – Análise com desvanecimento 

Irá testar-se o comportamento do receptor no caso de desvanecimento Rayleigh uniforme por ser o 

caso mais desfavorável em canais de banda estreita (e.g. [Pint98-Sec.5.6]). A maioria dos autores 
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efectua os testes usando o canal com AWGN e o canal com desvanecimento uniforme de Rayleigh, 

que se descreverá em seguida, como cenários de teste quando o objectivo é testar o desempenho de 

receptores (e.g. [Bigl02, NaSt01, LeBW00]). 

5.4.1 – Simulação do processo de Rayleigh 

O sinal de Rayleigh obtém-se através da operação: 

 22 yx(t)rr   (5.38) 

em que x(t) e y(t) são sinais filtrados pelo espectro de Doppler clássico, ou seja: 

  )()(TF)( 1 fAfXtx    (5.39a) 

  )()(TF)( 1 fAfYty    (5.39b) 

sendo o espectro de Doppler (ver anexo J) 
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onde A é uma constante normalizadora e fmax é o desvio frequência máximo, que num receptor com 

velocidade , comunicando sobre uma portadora com comprimento de onda 

 
cf

m/s10998.2 8
 [m],   (5.41)) 

conforme o Anexo J, é

 fmax = 



. (5.42) 

Esta filtragem não altera as fdp’s nem da envolvente nem da fase do desvanecimento, mas apenas a 

velocidade com que elas variam. 

Uma vez que o sinal utilizado no simulador é uma concretização do processo normalizado à raiz do 

seu valor quadrático médio, o valor da constante A é irrelevante. 

Cenário de teste 

O desempenho do receptor proposto vai ser testado num cenário com desvanecimento rápido 
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uniforme de Rayleigh: receptor com velocidade =50 km/h e frequência da portadora do sistema CPM 

fc = 1 GHz (  30 cm). 

Note-se que o desvanecimento apenas depende da frequência máxima de desvio de Doppler, dada 

por (5.42), o cenário com fc = 1 GHz, que corresponde a ter-se fmax = 46.3 Hz, simula também, por 

exemplo, o caso = 25 km/h com fc = 2 GHz. 

A simulação de um sinal de Rayleigh deverá atender a que as transformadas de Fourier directas e 

inversas necessárias, conforme (5.39), ao serem implementadas em tempo discreto através da FFT 

(fast Fourier transform), implica que se deve atender ao seguinte: 

 o número de pontos de um sinal deve ser da forma 2n, com n  +; 

 o tempo de uma janela de símbolos de informação i, é T= TsNj; 

 o número de janelas é o menor número inteiro superior à divisão 

 
 janelapor  bits núm.

bN
 = 













 )log( 2 MN

N

j

b ; (5.43) 

 o domínio da frequência compreende-se entre –fa/2 e +fa/2; 

 no domínio da frequência o espaçamento entre as amostras é fa/Nj , sendo esse valor 

precisamente 1/T uma vez que o primeira amostra é na verdade o primeiro coeficiente de 

Fourier do sinal simulado na janela, subentendendo uma periodicidade T; 

 o número de pontos que representa o espectro de Doppler no domínio em que AD( f ) é não nulo 

deverá ser significativo; 

 a duração do processo de Rayleigh simulado deve ser igual ou superior à duração da 

transmissão dos Ns símbolo, isto é: NsTs; 

 a duração do processo de Rayleigh simulado deve ser pelo menos uma ordem de grandeza 

superior ao tempo de coerência do canal; 

 devido a se ter um desvio de Doppler numericamente muito inferior ao ritmo de símbolo 

(fmax<<Rs), o tempo de coerência do processo de Rayleigh é muito superior ao tempo de 

símbolo. Se o número de símbolos em cada janela de simulação for da ordem de 64 ou 128 

símbolos, o tempo de coerência é inclusive superior ao tempo de simulação da janela T 

segundos. Tem-se pois que o desvanecimento, quer em amplitude quer em fase, é 

aproximadamente constante em cada janela de simulação. 

A implementação do processo de Rayleigh num simulador de transmissão CPM é condicionada 

quer por estas imposições gerais quer pelo facto do desvanecimento não poder sofrer descontinuidades 
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na transição entre janelas de simulação, o que introduziria uma penalização adicional, dada a natureza 

contínua da CPM. Para o ritmo binário considerado bastaria ter uma amostra do processo de Rayleigh 

em cada janela de simulação, sendo o valor replicado para todos os pontos da janela. Para assegurar a 

continuidade do desvanecimento entre janelas optou-se por usar a informação de duas amostras do 

desvanecimento em cada janela de simulação do sinal de informação (para o ponto inicial e para o 

ponto final da janela), procedendo a uma interpolação linear para obter o desvanecimento em todos os 

pontos restantes da janela. O número de amostras do desvanecimento que são necessárias corresponde 

ao número de janelas necessárias simular, uma vez que cada ponto é usado duas vezes: uma vez como 

ponto terminal e, na janela seguinte de simulação, como ponto inicial. 

Atendendo a tudo o que foi exposto, optou-se por escolher um ritmo binário Rb=312.5 kbps. 

Quando M=2 tem-se obviamente Ns =Nb e logo Ts =Tb= 3.2 s. 

Dimensionou-se o processo de Rayleigh de forma a que as simulações observassem os critérios do 

Anexo H para uma BER de 10-3. Nesse anexo mostra-se que, na presença de desvanecimento, para um 

intervalo de confiança de 95% devem-se simular Nb=10+2 bits, ou seja, uma ordem de grandeza acima 

da necessária quando só há AWGN (c.f. Secção 5.1.2). Assim, com desvanecimento, o número de bits 

a simular deverá ser 105. O tempo total da transmissão será de 105/(312.5 kbps) = 320 ms, o que é uma 

ordem de grandeza superior ao tempo de coerência, dado por 1/(46.3 Hz) = 21.6 ms. Logo, para 

respeitar a condição de o tempo de simulação ser pelo menos uma ordem de grandeza superior ao 

tempo de coerência do canal, o número de bits a simular deve ser precisamente de pelo menos 105. 

Construindo janelas de simulação do sinal de informação com 128 pontos, para simular 105 bits serão 

necessárias  25.781 =782 janelas. Assim, serão simulados Nb= 782128 = 100096 bits (este número é 

tido em conta no método de Monte Carlo). Para além de o tempo de simulação ser uma ordem de 

grandeza acima do tempo de coerência do canal, teve-se também cuidado na escolha da amostra de 

desvanecimento usada nas simulações. Escolheu-se uma amostra que durante os 320.3 ms da 

simulação fosse o mais possível representativa dum processo de Rayleigh, evitando-se uma amostra 

em que o desvanecimento resultasse de uma maioria de interferências construtivas ou um 

desvanecimento particularmente penalizador do desempenho. 

Como se disse, impõe-se que a separação entre as amostras de desvanecimento coincida com a 

duração de uma janela de simulação de Nj símbolos de informação. Logo, o número de amostras de 

desvanecimento necessárias é dado pelo número de janelas de simulação (número de iterações), que é 

782, adicionado de mais uma amostra (a primeira está em t=0). Este número de pontos do processo de 

Rayleigh criado não é forçosamente o número de pontos com que as FFT são efectuadas. É possível 

adicionar uma “cauda” de zeros aos sinais x(t) e y(t) que geram o sinal rR(t) até que o número de 

pontos total seja da forma 2n, com n  +. Isso permite usar a FFT e, simultaneamente, ter uma maior 

resolução espectral na zona em que o espectro de Doppler é não nulo. 
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O tempo entre amostras do desvanecimento é 409.6 s. Um processo de Rayleigh com 782 

amostras dura 320.3 ms. Estendendo o vector até aos 2048 pontos (este número não tem que ser igual 

ao usado nas janelas do sinal de informação), o sinal resultante tem duração T = 409.610-62048 s = 

838.9 ms. 

A resolução espectral é de 1/T = 1.192 Hz e a frequência de amostragem do desvanecimento é 

2.441 kHz, sendo a representação espectral feita no domínio [1.221 +1.221] kHz. A frequência 

máxima observável pode também ser dada por (1/T2048)/2, uma vez que o factor entre parêntesis é 

a frequência de amostragem do desvanecimento. 

A Tabela 5.2 indica os vários parâmetros da simulação para o cenário referido. Para melhor 

compreensão, na Tabela 5.2 também se mostra um cenário em que fc = 2 GHz, mostrando que apenas 

difeririam no tempo de coerência e no número de pontos em que o espectro de Doppler é não nulo. 

 

Tabela 5.2: Opção de parâmetros da simulação para 105 bits simulados 
com desvanecimento (Pb10-2), sendo Rb= 312.5 kbps e M=2. 

Sinal Parâmetro fmáx = 46.3 Hz fmáx = 92.7 Hz 

Informação 

Ts [s] 3.2010-6 3.2010-6

Número de pontos por janela 2048 2048 

Nj [símbolos por janela] 128 128 

Número de iterações 782 782 

Ks [pontos por símbolo] 16 16 

Duração de uma janela [s] 409.610-6 409.610-6 

Tempo total de transmissão [s] 32010-3 32010-3 

Ta 0.210-6 0.210-6 

Máxima frequência observável, fa/2 [Hz] 2.50106 2.50106 

Desvanecimento 

Tempo de coerência [s] 21.5910-3 10.7910-3 

Tempo de amostragem [s] 409.610-6 409.610-6 

Número de pontos do desvanecimento 783 783 

Tempo do desvanecimento [s] 320.310-3 320.310-3 

Número de pontos do sinal para FFT 2048 2048 

Tempo de simulação, T [s] 838.910-3 838.910-3 

Número de pontos na “cauda” 1265 1265 

Duração da “cauda” [s] 518.1410-3 518.1410-3 

Máxima frequência observável [Hz] 1.221103 1.221103 

Discriminação espectral, 1/T [Hz] 1.192 1.192 

Máxima frequência observável [Hz] 1.221103 1.221103 

Número de pontos com A( f ) 0 77 154 
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Para M>2 o tempo de símbolo fica log2(M) vezes superior e logo a duração de cada janela aumenta 

na mesma proporção, quando se mantém Nj. Nesses casos existirão mais amostras de desvanecimento 

em cada janela de simulação do sinal de informação. Não há necessidade de reduzir o número de 

amostras de desvanecimento uma vez que ele é um vector já armazenado, tendo sido dimensionado 

para o caso mais limitativo (M=2). Além disso, esta opção faz com que os testes sejam efectuados 

exactamente com as mesmas amostras do canal. 

Deve notar-se que nos testes efectuados apenas com AWGN (secção 5.1) o tempo foi sempre 

normalizado ao tempo de símbolo. Nas simulações com desvanecimento tal não pode ser feito; é 

necessário considerar os tempos absolutos impostos pelo ritmo binário usado. 

Nas figuras seguintes mostra-se um exemplo de concretizações do desvanecimento para o cenário 

considerado e para o cenário com um desvio de Doppler duplo desse. Na Figura 5.29 pode ver-se a 

amplitude, representada na forma 20log(  ), e na Figura 5.30 mostra-se a fase. 
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Figura 5.29: Representação temporal da envolvente do sinal recebido após 
desvanecimento Rayleigh uniforme para uma velocidade do receptor v=50 km/h, nos 
casos de fc=1 GHz (contínuo) e fc=2 GHz (tracejado). 
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Figura 5.30: Representação temporal da fase do sinal recebido após desvanecimento 
Rayleigh uniforme, sem estimação de canal, para uma velocidade do receptor v=50 km/h, 
nos casos de fc=1 GHz (contínuo) e fc=2 GHz (tracejado). 

Na Figura 5.31 representam-se os espectros A( f ) quer para o cenário com fc=1 GHz quer no caso 

de fc=2 GHz. 

 

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

2.2

2.4

2.6

2.8

E
s
p
e
c
tr

o
 d

e
 D

o
p
p
le

r

f [Hz]

 

Figura 5.31: Espectros de Doppler A(f) para uma velocidade do receptor 
v=50 km/h, nos casos de fc=1 GHz (contínuo) e fc=2 GHz (tracejado). 

Como se referiu, o efeito da duplicação da velocidade do receptor seria exactamente o mesmo que 

o verificado se a frequência da portadora fosse duplicada. 
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Na Figura 5.32 mostra-se uma simulação realizada nas mesmas condições do exemplo de 

simulação apresentado graficamente em [Skla97a]. Uma comparação das figuras permitiu verificar 

uma concordância qualitativa entre os dois gráficos. Para além da análise estatística exposta no Anexo 

I, este caso particular permitiu uma comprovação adicional acerca do funcionamento do simulador. 
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Figura 5.32: Representação temporal da envolvente do sinal recebido após 
desvanecimento Rayleigh uniforme para uma velocidade do receptor v=120 km/h 
com fc=900 MHz (frequência do GSM padrão). 

5.4.2 – Teste do receptor 

Inicialmente fez-se a análise do comportamento do receptor proposto para a MSK. Tal como nos 

testes apenas com AWGN, o teste do simulador sem a aplicação dos mecanismos de redução de 

complexidade permitiu também validar o funcionamento do simulador no caso de haver 

desvanecimento. A modulação MSK (assim como a GMSK) é binária antipodal (c.f Capítulo 2) e o 

desempenho das mesmas sob efeito de desvanecimento de Rayleigh é bem conhecido, e.g. [Bigl02, 

KoPo01, Proa01-p.820, Lee93-Sec.3.6.2]. Estes resultados para MSK são coincidentes com os 

observados no simulador desenvolvido, tal como se pode ver na Figura 5.33. Nessa figura mostra-se 

também o desempenho dos receptores sub-óptimos para os esquemas com h=1/2 e M=4, 8 e 16, 

embora estes esquemas não sejam os que se indicam como apropriados numa solução de engenharia. 

Porém, estes resultados são um complemento ao estudo destes esquemas particulares, assim como ao 

próprio comportamento dos receptores criados. Os resultados permitem concluir que o facto de haver 

estimação de fase perfeita implica uma melhoria de 4.5 dB no desempenho dos esquemas testados. 

Os receptores propostos foram testados com uma estimação de fase que reduz a oscilação de fase a 
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10% do valor causado pelo desvanecimento, isto é que confina  ao intervalo [-18,º 18º], 

conservando uma distribuição uniforme, neste caso sendo 

 p()=


5

2

1
10  . (5.44) 

O receptor sub-óptimo para MSK tem uma degradação de 1.5 dB relativamente ao receptor 

óptimo e com estimação perfeita da fase. O receptor óptimo que se refere aqui apenas é óptimo se 

apenas existir AWGN. O receptor não é óptimo quando o sinal é afectado por desvanecimento. 

Na Figura 5.33 também se verifica que o aumento da complexidade da modulação não implica 

necessariamente um aumento do ganho tão significativo como em AWGN. Veja-se que o esquema 

com h=1/2 e M=16 tem um desempenho semelhante ao de M=8, nestas condições de desvanecimento. 

Os resultados para os esquemas com h=9/20 são exibidos na Figura 5.34. Apresentam-se os testes 

efectuados sem estimação de fase, com estimação perfeita da fase e ainda os receptores definidos na 

Secção 5.2, que resultaram da investigação efectuada com AWGN. Estes esquemas com 40 estados 

são pouco sensíveis à falta da estimação da fase (tal como se viu em AWGN na Secção 5.2): apenas 

1 dB de ganho quando há estimação, quer no esquema com M=4, quer no esquema com M=8. 

Os receptores sub-óptimos propostos têm uma perda de 2 dB relativamente aos respectivos 

receptores com estimação de fase (ideais com AWGN). 

Comparando os resultados com os receptores sub-óptimos definidos, verifica-se que, com 

desvanecimento, os esquemas quaternário e octonário com h=9/20 apenas têm um ganho 2.5 dB e 3 

dB relativamente ao receptor proposto para MSK. 

É comum que no desempenho de modulações digitais afectadas por desvanecimento existam 

patamares de BER abaixo dos quais é impossível descer, apesar da relação Eb/N0 subir 

indefinidamente. Para as relações Eb/N0 consideradas, isto é, até 24 dB, não se detectaram quaisquer 

patamares no desempenho dos esquemas CPM, exceptuando os casos em que o receptor sub-óptimo 

está claramente sub-dimensionado. Este facto é coincidente com os resultados de [LeBW00], com 

simulações até 38 dB de esquemas 2RC com M=2 e M=4. Note-se porém que esses patamares 

existirão sempre, em zonas de Eb/N0 superiores, uma vez que são provocados pela existência do 

desvanecimento de per se, mesmo na ausência de ruído. 
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Figura 5.33: Desempenho com AWGN e desvanecimento uniforme dos esquemas 1REC, 
h=1/2, com M=2, 4, 8 e 16 com receptores óptimos com e sem estimação de fase. 
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Figura 5.34: Desempenho com AWGN e desvanecimento uniforme dos esquemas 1REC h=9/20 
com M= 4 e 8 com receptor óptimo e sub-óptimo (incluiu-se também o esquema MSK). 
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Capítulo 6  

Conclusões e perspectivas em CPM 

At some point there must be closure. 

At some point the lawyers must go home. 

 (James Baker, Dez. 2000 1 

) 

 

6.1 – Conclusões gerais 

Esta tese centrou-se no projecto e análise de um receptor sub-óptimo original para esquemas CPM 

de elevada complexidade, com ou sem codificação de canal. Devido a um aproveitamento das próprias 

características dos sinais CPM, foi possível conceber um receptor que requer um hardware simples e 

um processador numérico elementar. 

O receptor sub-óptimo proposto possui três blocos ou etapas. As simplificações feitas para reduzir 

a complexidade estendem-se a todas as etapas da detecção dos sinais. No receptor óptimo a detecção é 

feita em apenas duas etapas: a obtenção de métricas num bloco de filtros adaptados e um algoritmo de 

detecção de sequências por máxima verosimilhança. As três etapas mencionadas para o receptor 

proposto resultam de uma partição da função do banco de filtros em dois sub-blocos de processamento 

de sinal: i) projecção num espaço gerado por funções de Walsh e cálculo de um sub-conjunto das 

métricas nesse espaço, ii) derivação das restantes métricas a partir das calculadas. 

Construiu-se um simulador na ferramenta Matlab. Os resultados obtidos foram sempre 

confrontados com os resultados de simulação ou de medições apresentados em publicações ou 

confrontados com as aproximações teóricas disponíveis. 

O receptor proposto é definido pelos seguintes parâmetros: número de amostras por símbolo de 

canal, Ks; dimensão do espaço de Walsh, F; e pelo número de percursos sobreviventes memorizados, 

B. Os parâmetros do receptor foram testados de forma independente, fazendo a detecção de sinais 

distorcidos por ruído branco gaussiano (AWGN), de forma a estudar o impacto isolado de cada um 

desses parâmetros no desempenho. Concluiu-se posteriormente que a concatenação dos blocos de 

                                                      
1 Durante o empate técnico nas eleições presidenciais dos EUA. Optou-se por não se traduzir esta citação. 
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complexidade reduzida implica uma degradação do desempenho em potência que é inferior às somas 

parciais das penalizações medidas independentemente (quando quantificadas em decibéis). 

Como o receptor deve operar em modo discreto (processamento digital de sinal), analisou-se o seu 

comportamento em função do número de amostras por símbolo de canal, Ks, isto é, avaliou-se o 

número mínimo de amostras necessárias para um funcionamento próximo do receptor em tempo 

contínuo, concluindo-se que o valor adequado é de 64 amostras por símbolo. 

Concluiu-se também que Ks deve aumentar quando se diminui F ou quando M aumenta. A primeira 

implicação deve-se ao facto de uma menor dimensão do espaço de Walsh implicar que a obtenção 

correcta das métricas fique mais dependente da definição dos sinais a projectar. A segunda implicação 

deve-se ao facto de uma maior M-aridade implicar transições mais abruptas na fase e logo nos sinais 

em cada ramo. Por esse motivo, surge a necessidade de haver um maior número de amostras para 

definir a transição em cada símbolo. 

Partindo do receptor óptimo, aplicaram-se sucessivamente as três etapas de simplificação 

propostas. Testaram-se os limites da dimensão mínima do espaço de Walsh, investigou-se a resistência 

do algoritmo de derivação de métricas face a erros fixos do sincronismo de fase e testaram-se os 

limites para a redução do número de estados a propagar no algoritmo de detecção de sequências. Estas 

investigações foram conduzidas considerando um canal com ruído branco gaussiano. 

O estudo do cálculo de métricas num espaço de Walsh foi aprofundado pela primeira vez em 

termos do seu impacto em função dos parâmetros que definem os sinais CPM. Conclui-se que os 

sinais CPM podem ser muito bem aproximados por uma combinação linear de um escasso número de 

funções de Walsh. Estas funções permitem uma grande simplicidade nas operações baseadas no 

produto interno, as quais são realizadas à custa das componentes das projecções no espaço. Essa 

aproximação é tanto melhor quanto menores forem quer o índice de modulação h, quer a M-aridade da 

modulação. Esta relação qualitativa é compreensível uma vez que a redução de h está a associada a 

menores evoluções da fase durante um intervalo de símbolo, e um menor M limita a possibilidade de 

evoluções da fase muito abruptas. O resultado é consistente com o facto de se esperar que a 

aproximação dos sinais CPM por um espaço de Walsh seja tanto melhor quanto mais suaves forem os 

sinais das transições em cada ramo. 

Em termos quantitativos conclui-se que a dimensão mínima do espaço de Walsh deve ser 

numericamente igual à M-aridade da modulação, isto é, deve ter-se FM. Para valores de F>M o 

ganho obtido é desprezável (até M16), sendo pois F=M a solução adequada e a que foi adoptada. 

Com os resultados obtidos pode afirmar-se que esta regra é válida para h<0.5 (precisamente os índices 

de modulação de maior interesse, dada a compactação espectral que permitem). A aproximação dos 

sinais por um espaço de pequena dimensão é possível devido ao facto dos sinais CPM serem 
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inerentemente de banda reduzida. 

Salienta-se que o hardware requerido para a etapa de cálculo de projecções pode ser implementado 

usando a tecnologia corrente dos sistemas de multiplexagem por divisão por códigos via sequência 

directa (DS-CDMA – direct sequence code division multiple access). 

Identificaram-se as características dos sinais CPM que poderiam ser usadas como informação a 

priori que pudesse ser usada na simplificação do cálculo de métricas. Verificou-se que uma dada 

distribuição dos estados de fase torna viável a obtenção de todas as métricas das transições possíveis a 

partir de um número reduzido de métricas de transições emergentes de um sub-conjunto de estados. 

Apresentou-se um algoritmo original de replicação de métricas baseado em conceitos de simetria 

entre sinais que permite dispensar o armazenamento de 7/8 dos sinais de transição de fase e dispensar 

o cálculo de 3/4 das métricas totais, substituindo-o por simples operações de cópia. O algoritmo é 

válido para a subclasse de esquemas CPM em que o número de estados é múltiplo de 4. Para essa 

família de esquemas, concluiu-se que, se os estados forem dispostos de uma forma linear, segundo 

múltiplos de h, o primeiro quarto do número total de estados constitui um conjunto de estados 

fundamentais donde emergem transições que possuem toda a informação acerca da forma de todas as 

outras transições. Esses estados fundamentais podem ser todos interpretados como estados do primeiro 

quadrante. Essa interpretação permite compreender mais facilmente as relações de simetria, tal como 

foram apresentadas no Capítulo 4. 

Concluiu-se que a quebra de simetria por erro de sincronismo de fase no receptor é bem tolerada 

dentro de intervalos periódicos do erro de fase. Isto deve-se às próprias características dos sinais 

referidas no parágrafo anterior. Os desvio de fase múltiplos de h conduzem à substituição do grupo 

de estados fundamentais por um outro grupo de estados com iguais características, reconduzindo a 

uma correcta derivação de métricas. Qualquer que seja a inicialização da numeração dos estados, a 

divisão dos mesmo em quatro blocos conduz sempre a que o 1º quarto de estados, assim como o 2º 

quarto de estados, o 3º ou o 4º, também constituam conjuntos de estados fundamentais. Isso explica a 

menor insensibilidade ao erro de fase que se obteve, face ao que poderia ser esperado se este facto 

fosse esquecido. Por outro lado, os desvios de fase de h2 conduzem ao erro máximo na derivação de 

3/4 das métricas por erro na sua derivação. Nesse caso é nula a correlação entre os sinais em fase e 

quadratura do primeiro quadrante e os sinais respectivos das transições dos outros quadrantes que 

estão relacionadas com eles através das relações expostas.

Verificou-se que a tolerância ao erro de fase aumenta com a M-aridade e com a diminuição do 

índice de modulação. Quando o erro de fase não é fixo mas aleatório, com a distribuição uniforme 

imposta pelo processo de Rayleigh, a sensibilidade ao erro de fase é bastante superior. Lembra-se por 

fim que a estimação da fase é sempre inevitável pois é necessária aquando do processo de translação 
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do sinal da radio frequência para a banda de base. 

Acresce ao que foi dito que dois esquemas 1REC em que existem máximo locais da distâncias 

euclidiana (e logo do ganho de potência), e que também têm uma boa eficiência de banda, pertencem 

precisamente à classe de esquemas com S=0 mod 4, sendo os indicados para operação conjunta com o 

receptor. Esses esquemas têm ambos h=9/20, um M=4 e o outro M=8. 

O último bloco do receptor é o detector de sequências a operar com redução de estados. Quando o 

sinal transmitido apenas é afectado por AWGN conclui-se que um escasso número de caminhos 

sobreviventes garante uma detecção com uma penalização < 0.1 dB. Nos esquemas com h=9/20, só 

quando B < S/10 se começa a ter uma degradação de desempenho, que depois se agrava muito 

rapidamente. Nos esquemas de h=1/2 (que só têm S=4 estados) a degradação apenas surge quando 

B=1. Pode então concluir-se que as maiores métricas acumuladas concentram-se nesse reduzido 

número de caminhos sobreviventes, decaindo rapidamente para os restantes. A competição faz-se pois 

nesse conjunto limitado de percursos mais verosímeis em cada iteração. Concluiu-se que o número 

mínimo de sobreviventes deve ser, tal como a dimensão do espaço de Walsh, numericamente igual à 

M-aridade da modulação, isto é, se B=M=F. 

Foram analisados os esquemas óptimos 1REC, h=9/20, com M=4 e M=8. O primeiro apresenta um 

ganho de 2.6 dB face à MSK e o segundo tem um ganho de 4.3 dB (resultados com AWGN). Estes 

valores eram previstos usando a distância euclidiana já conhecida e foram comprovados por simulação 

do receptor óptimo. 

Os receptores sub-óptimos propostos com base nas regras de selecção de parâmetros da redução da 

complexidade conduziram a resultados de desempenhos quase óptimos em presença de apenas ruído 

branco gaussiano. A detecção dos sinais é efectuada apenas com uma perda de 0.1 dB no esquema 

quaternário e de 0.2 dB no esquema com M=8. Nas mesmas condições de AWGN, este segundo 

esquema pode ser também detectado usando um receptor ainda menos complexo com apenas B=4, em 

vez de B=M=8, e ainda com apenas 0.5 dB de afastamento relativamente ao desempenho óptimo. 

Os receptores propostos para os dois esquemas com h=9/20, assim como o receptor proposto para 

MSK foram também testados com desvanecimento de Rayleigh. Nesses casos pressupôs-se que o 

receptor consegue estimar a fase de forma a reduzir o seu desvio a 10% do desvio original provocado 

pelo desvanecimento. Os resultados foram comparados com os respectivos receptores “óptimos” com 

e sem estimação de fase. Nessas condições, observou-se que os esquemas com h=9/20 têm um 

desempenho 3 dB pior que o respectivo receptor óptimo sem estimação de fase. No caso da MSK a 

perda face ao receptor “óptimo” com estimação de fase é de somente 1 dB. Lembre-se que os 

receptores “óptimos” aqui referidos apenas seriam óptimos se apenas houvesse AWGN no canal. 

Comprovou-se que a opção por fazer a investigação dos limites de redução da complexidade 
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usando os esquemas com h=1/2, aproveitando a sua simplicidade em termos do número de estados 

(apenas 4), conduziu a resultados que permitiram antever e dimensionar o receptor sub-óptimo para os 

esquemas mais complexos óptimos. Isto apesar dos esquemas 1REC com h=1/2 serem catastróficos, 

uma vez que tal natureza não implicava qualquer entrave na investigação pretendida. 

Obtiveram-se pela primeira vez resultados de simulação para o esquema 1REC, h=1/2, M=16, 

verificando-se que este esquema também é catastrófico, pois o ganho verificado face à MSK (3 dB) é 

muito inferior ao esperado (que seria de 6 dB) face ao limite superior conhecido para a distância 

euclidiana. 

Como exemplo da redução de complexidade conseguida menciona-se o esquema 1REC, h=9/20 

com M=8. Os 640 filtros adaptados necessários para obter as 640 métricas são reduzidos a apenas 2 

integradores com F=8 amostragens feitas durante a integração de cada símbolo; das 640 transições a 

armazenar apenas são necessárias 80; dos 40 estados existentes, apenas 8 caminhos são necessários 

propagar. Além deste hardware muito simples o processamento para obtenção das métricas resume-se 

à simples multiplicação algébrica de uma matriz de dimensões 6408 (F) por um vector de F=8 

elementos (sendo F=M ). 

Nesta tese também se mostrou que várias modulações muito conhecidas são particularizações do 

caso geral da modulação de fase contínua. Como caso particular apresentou-se um receptor quase 

óptimo para MSK ou GMSK (modulações usadas em muitos sistemas via rádio) com uma 

complexidade muito inferior à dos receptores conhecidos, apenas com F=2 e B=2, ou seja, apenas 

integrando cada símbolo e fazendo 2 amostras durante a integração e propagando apenas 2 percursos 

sobreviventes. Com apenas AWGN, este receptor tem um desempenho somente 0.4 dB inferior ao do 

receptor óptimo. 

6.2 – Quo vadis CPM ? 

Principalmente devido ao facto do sistema de comunicação pessoal sem fios UMTS [GaPi00, 

HoTo00, Dahl98]) possuir um nível físico baseado em WCDMA (wideband CDMA) [GlVu97, 

Pras96], foi retomada recentemente a investigação da interligação de CPM e CDMA [YLBY99, 

Pint98, Rodr97, Papa96, LaBu90]. Esta interligação foi inicialmente proposta por Svensson et al 

[SvSL85]. 

O principal obstáculo à generalização da modulação CPM foi a dificuldade do processo de 

detecção de per se, mesmo nas condições de sincronismo ideal. As principais linhas de investigação 

existentes na actualidade e cujo foco é o processo de detecção são as seguintes: 

 Recepção não coerente de GMSK, aproveitando a natureza BFSK da modulação para obter as 
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métricas das transições, seguida da comum MLSD usando o algoritmo de Viterbi [Fons96]; 

 Implicação da interferência de canal adjacente no desempenho da detecção com redução de 

estados (RRSD) [Simm99]; 

 Descodificação e desmodulação realizadas de forma iterativa [SzPa99]; 

 Detecção da fase no fim de cada símbolo através duma partição do plano complexo em regiões, 

seguida do AV com decisão branda [Fonse99]; 

 Detecção símbolo a símbolo com redução de estados [BaFi00, BaFK98]; 

 Usando a decomposição de Rimoldi, em [LeBW00] foi estudado um receptor que usa um 

sistema de tabelas adaptáveis à estrutura algébrica no anel de inteiros definido mod q. O 

princípio de implementação é muito semelhante à solução adoptada na tese, tal como foi 

apresentada no Capítulo 4 (ver Secção 4.7). No mesmo grupo de investigação foi analisada a 

diferença entre a MLSD desses receptores com decisão branda e dura num esquema que inclui 

codificação convolucional [SiWa01]. 

 Recepção não coerente de CPFSK com geração de métricas com base numa estimação linear, 

feita símbolo-a-símbolo, do desvanecimento (lento e uniforme) [ViMe00]; 

  Recepção totalmente digital de GMSK, adaptável ao modo coerente ou não coerente (baseado 

na discriminação de frequências), com estimação conjunta do sincronismo via análise espectral 

[HuFH00]; 

 Devido à investigação descrita em [SuCh00], é de antever a aplicação do List Viterbi Algorithm 

(LVA) na recepção de CPM codificada (um dos autores é um dos três pioneiros em CPM). 

Quando se tem uma concatenação de um código convolucional com um código de blocos 

exterior, o AV não é um algoritmo MLSD para a descodificação do código convolucional 

interior devido à interdependência dos bits. Em [SuCh00] prova-se que o LVA é um algoritmo 

MLSD para esse caso. Esse algoritmo fornece uma lista das sequências mais prováveis; 

 Usando a decomposição de Laurent é possível usar o facto de se poder aproximar o sinal CPM 

por um conjunto reduzido de impulsos modulados em amplitude (AMP), cuja forma minimiza o 

erro quadrático médio (EQM) dos impulsos AMP, permitindo uma recepção sub-óptima 

[Dupr01a, Dupro01b, DuPr00]. Esta investigação é na verdade uma revisitação aos primeiros 

trabalhos de redução de complexidade de Anderson, Aulin e Sundberg, explanados em 1.2.1, 

mas agora suportados pela teoria de Laurent; 

 Aplicação da descodificação iterativa, segundo o princípio da descodificação de turbo-códigos 

[MoAu01, NaSt01, ShWe00, TaMi99]; 

 Detecção não coerente de sequências via amostragem no domínio espectral, com redução de 
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estados ([LSEH02] e referências internas). 

A primeira tentativa de redução de complexidade foi proposta pelos primeiros investigadores de 

CPM em [AnAS86-Cap.8]. Consistia na adopção de um receptor com impulsos que eram 

aproximações à forma dos real dos impulsos emitidos, geralmente de menor duração. Este tipo de 

receptores foi, como se disse, recentemente retomado em [DuPr01b] e comparado com os sistemas 

AMP-MLSD. Estes receptores usam a decomposição AMP (amplitude modulated pulses) 

recentemente proposta ([DuPr01, DuPr00] e referências contidas) em que o sinal CPM é visto como 

sendo a soma de vários impulsos modulados em amplitude. Foi mostrado pelos autores que os 

receptores AMP-MLSD possuem melhor desempenho para complexidades iguais. Relembra-se que a 

complexidade é sempre medida em termos do número de filtros e número de estados na treliça. 

A investigação da CPM iniciou-se com a análise das suas características. Foram analisados os 

impactos dos seus parâmetros em termos de eficiência de potência e banda. Ainda recentemente se 

encontram abordagens a respostas que ficaram por conhecer, como o conhecimento do impulso de fase 

óptimo [SvSv01, Sven00]. Esta pesquisa, realizada numericamente com um método de variação de 

impulsos com troços definidos por split lines, revelou que o impulso óptimo difere muito pouco do 

impulso GMSK. Comprovou-se assim que o uso deste impulso foi desde cedo uma escolha acertada. 

Historicamente, o segundo ponto principal de investigação foi a concatenação com codificação 

convolucional. 

Desde o início que o problema da detecção foi simultaneamente abordado. A redução do número de 

estados a propagar na treliça (RSSD) provém do trabalho de Svensson et al. [Svens91, SvCA91] e foi 

retomado em [Simm95]. 

Embora já fosse conhecida e usada, a investigação sobre as implicações da utilização do espaço de 

Walsh sobre as distâncias euclidianas é muito recente [TaSh00]. A utilização conjunta destas duas 

técnicas está a ser reconhecida como a melhor via para a resolução do problema da detecção de CPM. 

Com a adição do algoritmo de derivação de métricas proposto, considera-se que esta será a melhor 

solução a tomar como padrão nos receptores CPM. O desempenho conseguido por esta via é quase 

óptimo e a redução de complexidade é muito grande, substituindo-se tarefas de hardware por 

algoritmia simples em DSP. 

As várias linhas de investigação não chegaram a resultados de desempenho quase-óptimos e 

requerem uma complexidade de processamento superior. As linha de investigação que também 

apresentaram resultados promissores em termos de desempenho e complexidade foram as da detecção 

não coerente [LSEH02] e a feita símbolo-a-símbolo [BaFi00, BaFK98]. 

O tópico de investigação que mais recentemente foi iniciado é a aplicação de CPM em sistemas de 

codificação espaço-tempo com múltiplas antenas de emissão e de recepção [WaSX02], denominados 
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sistemas MIMO (multiple input multiple output). 

O último passo necessário para que a CPM codificada (e mesmo a não codificada) seja uma 

realidade mais comum será a resolução do problema da aquisição do sincronismo de uma forma 

simples e fiável. 

6.3 – Trabalho futuro 

O trabalho efectuado deverá prosseguir de forma a contemplar os seguintes pontos: 

 Obter resultados para os esquemas com h=9/20 seleccionados, em canal de rádio, mas aplicando 

diversidade espacial na recepção. A detecção poderia ser feita de 2 formas em cada intervalo de 

símbolo: i) selecção do sinal com maior relação sinal-ruído (ou, por ser mais fácil, do sinal cuja 

potência total com ruído seja maior); ii) selecção com base nas métricas calculadas para cada 

um dos sinais recebidos em cada antena; 

 Estender o algoritmo de derivação de métricas a esquemas com uma distribuição de estados não 

uniforme sobre o círculo complexo unitário e com um número de estados não múltiplo de 4 (e.g, 

h=1/3 ou h=2/3 [Proa01-p.196]) mas que também possuem relações de simetria entre os sinais 

das transições do mesmo ramo (I ou Q), embora possam não existir relações entre ramos; 

 Avaliar o comportamento (em AWGN e com canal rádio) do receptor com o esquema 

codificado 1REC, h=1/6, M=8, identificado como o mais adequado dos esquemas de CPM 

codificada, e que também pertencente à família de esquemas adaptados ao receptor definido; 

 Investigar como efectuar a partição dos S estados dos esquemas CPM em C classes distintas que 

optimizem os resultados da detecção com o SA(B,C); 

 Estudar o impacto da utilização de códigos desenhados para canais com erros em rajada 

(códigos Reed-Solomon encurtados ou não); 

 Formalização analítica da propagação do erro às métricas derivadas a partir das de Q.I quando 

se aplica o algoritmo de derivação de métricas havendo erro de fase no primeiro quadrante; 

 Estudar o impacto do uso de entrelaçadores em canais com desvanecimento [HeWi99-Cap.3]; 

 Desenvolvimento de algoritmos de estimação de canal (e.g [NuLe98]) e detecção conjunta de 

CPM. Isso permitiria a combinação dos sinais recebidos quando existe diversidade espacial, 

adicionando-os em fase. 

 Procura dos melhores esquemas optimizados para modulações espaço-tempo [WaSX02, 

MoKS00-Cap.2] com CPM; 
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Anexo A  

Abordagem via modulação de frequência 

 

Neste anexo analisam-se duas modulações binárias CPFSK: MSK e FSK de Sünde. Referem-se as 

suas características, os processos de geração e detecção e fazem-se comparações. 

A.1– Introdução 

A modulação 2-FSK baseia-se no alfabeto 
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A desmodulação pode ser coerente ou incoerente, aproveitando-se no segundo caso a distinção 

espectral dos símbolos (Figura A.1). 
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Figura A.1: Exemplo de transmissão FSK com recepção incoerente. Inclui-se um 
sintetizador de frequência digital discreto (SFDD), os filtros de emissão e recepção 
sintonizados em f1 e f2 (HE e HR) e detectores de envolvente (rectificadores seguidos 
de filtros passa baixoFPB). 

A.2– Detecção coerente 

Para o desempenho ser máximo após a desmodulação, s1(t) e s2(t), definidos em (A.1), devem ser 

ortogonais. Fazendo a correlação dos dois sinais, podemos descobrir em que condições existe essa 
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ortogonalidade. Da correlação cruzada de s1(t) com s2(t), 
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Fazendo 2fdf2-f1 , é fácil de ver que os sinais são ortogonais se 
T

n
fd

2
2   (ver Figura A.2). 

3 2 1 0 1 2 3
0.3

0.4

1.1

 

Figura A.2: Correlação cruzada Rs1,s2 (2fdT) em função da separação de 
frequências. Assinalam-se os mínimos absolutos. 

Recorrendo ao índice de modulação h=2fdTs , fica 
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f 2 . A separação mínima 2fd corresponde 

a n=1 ou seja: h=1/2 (cf. Tabela 3.2), i.e., tem-se em MSK: 
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O receptor coerente de MSK é um receptor linear em ambos os ramos, semelhante ao receptor de 

QPSK, mas atendendo ao atraso de Tb no ramo I (ver e.g. [Hayk88-pp.299]). 

A.3– Detecção incoerente 

Se a detecção for não-coerente é possível obter a condição de ortogonalidade recorrendo à 

correlação (A.2) mas adicionando a um dos sinais uma fase ’ Resulta que dever-se-á ter [CoMc86]: 
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O resultado pode ser obtido de uma forma mais evidente. Notando que interessa que os espectros 

S1(f) e S2(f) se anulem respectivamente em f2 e f1, os espectros de sinais sn de (A.1) são dados por 
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Figura A.3: Espectro AfS
ns /)(  (n=1, 2) para as frequências positivas dos 

dois impulsos s1(t) e s2(t) no caso da separação espectral mínima para 
detecção incoerente. Tem-se: f2-f1 =2fd =1/Ts. 

Da análise espectral (Figura A.3) conclui-se que a separação de frequências 2fd=f2-f1 deve múltipla 

inteira do ritmo binário (Rs=1/Ts), isto é: 
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A separação mínima para detecção óptima coerente ocorre para n=1. O índice de modulação é neste 

caso: h=1 (cf. Tabela 3.2). A modulação obtida é conhecida como FSK de Sünde: 
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O processo descrito permite imediatamente generalizar a condição de ortogonalidade para o caso 

M-ário com detecção incoerente. Os espectros dos símbolos têm de estar separados por:  
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A desmodulação não coerente da MSK – onde 2fd é metade de (A.7)compromete o desempenho 

em 3 dB [Skla88-Sec.7.9.2.1], como se disse na Secção 3.1.2. 

A.4– Comparação entre FSK de Sünde e MSK 

A obtenção de um sinal BFSK pode ser feita com um VCO (voltage controlled oscillator). Estes 

têm uma baixa velocidade de comutação (0.1 a 10 ms) e geram componentes indesejáveis no espectro 
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[Cerc88]. Um processo mais simples é fazer uma comutação entre dois geradores com frequências f1 e 

f2 e uma referência de sincronismo comum. As duas frequências e o tempo entre comutação entre bits 

(Tb) devem ser tal que os sinais tenham o mesmo valor em cada instante iTb. 
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Figura A.4: FSK de Sünde. Verifica-se a continuidade do sinal obtido por 
comutação entre duas sinusóides com frequências f2-f1=1/Tb e com fase 
inicial igual (extraída de [MoPi99]). 

A modulação FSK de Sünde observa esta propriedade. Existe continuidade de fase do sinal obtido 

por comutação ao ritmo Rb=1/Tb (ver Figura A.4). Analisando (A.7) percebe-se que isso acontece 

porque o símbolo s2(t) tem exactamente mais um ciclo do que s1(t) em cada intervalo Tb. 

Pelo contrário, com a separação 2fd da MSK, dada por (A.4), conduz a duas sinusóides que não se 

intersectam em iTb (ver Figura A.5). 
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Figura A.5: Sinal BFSK obtido por comutação de duas sinusóides com 
frequências f2-f1=1/(2Tb) e com fase inicial igual (extraída de [MoPi99]). 
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A continuidade de fase é difícil de conseguir principalmente quando se usa salto na frequência 

[MoPi99]. Com o surgimento dos sintetizadores de frequência digitais discretos [Cerc88] é possível 

considerar sistemas CPFSK para qualquer separação entre as frequências dos símbolos. 

Uma observação cuidada da Figura A.5 sugere que pode existir continuidade nos pontos de 

comutação se uma das sinusóides trocar de sinal em certos bits adequados, ou seja, se a fase desse 

sinal fosse durante esses bits. A evolução da fase que garante essa propriedade é a dada  em 4.8. 

A expressão (4.32) evidencia o carácter markoviano da MSK: i depende apenas de i-1 e dos dados a 

transmitir. A modulação MSK pode pois ser vista como uma cadeia de Markov, detectável por MLSD. 

Na Figura A.6 mostra-se a evolução de i, que para a mesma sequência de dados da Figura A.5, gera o 

sinal de fase contínua.
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Figura A.6: Obtenção da MSK adicionando memória à BFSK. Usou-se a 
mesma sequência de bits da Figura A.5 (extraída de [MoPi99]). 

 

 

(b) Evolução da fase i que permite a continuidade 
em iTb 

(a) Sinal MSK obtido por comutação entre dois 
geradores com correcção de fase em s2(t) 
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Anexo B  

Notações em codificação convolucional 

 

Neste anexo aborda-se sumariamente a codificação convolucional. 

B.1– Definição 

Os códigos de canal dividem-se em duas grandes famílias: códigos de blocos e códigos 

convolucionais. Nos códigos pertencentes à segunda não existe um mapeamento de blocos de 

informação em palavras de código. A sequência de bits informação, , é transformada noutra 

sequência, , de maior dimensão, gerada de forma contínua. Cada bit da sequência codificada é obtido 

pela soma módulo 2 de K+1 bits i, em que K é o número de bits armazenados (memória do código). 

Em cada iteração entram  bits e saem   dizendo-se que o código possui razão A geração 

da sequência codificada é feita num registro de deslocamento como o da Figura B.1. 

 

i-1
...

i


2

Soma mod-2

0

i 
i-2

i-(K-1)


i-K


K-11


K

 

Figura B.1:Modelo geral dum codificador convolucional. 

O esquema realiza uma convolução em GF(2) (campo de Galois de dimensão 2), lembrando que 

uma convolução discreta é definida como 

        





k

kiykxiyix . (B.1) 

Neste caso tem-se à saída do codificador 
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 (B.2) 

pois i=0 para i<0 e i=0 para i >K. O nome deste tipo de codificação deve-se a esta relação. 

De (B.1) para (B.2) existe uma modificação da notação. A primeira é mais usada para convoluções 

discretas em abstracto. A segunda é mais comum no contexto da codificação de canal ou em filtros 

igualadores. 

B.2– Métodos de análise 

Existe uma sub-classe de códigos (de blocos ou convolucionais) que permitem uma descrição da 

sua geração através de operações com polinómios. Estes dizem-se códigos polinomiais. 

Nos códigos de blocos a grandeza que estabelece a capacidade correctora de um código é a 

distância de Hamming: 

 



bN

i
iiHd

1

),(  . (B.3) 

Chama-se distância livre dum código convolucional ao peso de Hamming (número de bits 

diferentes) mínimo possível entre quaisquer duas sequências que divirjam numa certa iteração i e que 

se fundam novamente após algumas iterações. Este conceito assume nos códigos convolucionais um 

papel análogo ao da distância de Hamming nos códigos de blocos. 

A obtenção da distância livre nem sempre é fácil. Uma forma expedita de a obter é usar a 

transformação T(D,L,I), obtida por inspecção do grafo do códigover e.g. [ViOm79-Cap.4]. Este e 

outros métodos de análise dos códigos convolucionais estão descritos em diversa bibliografia, e.g. 

[BeBC87-Cap. 9]. 
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Anexo C  

Detecção binária MAP e ML 

 

Neste anexo descreve-se o caso particular da detecção de símbolos binários. Note-se que não se 

aborda aqui o problema da detecção de sequências mas apenas o da detecção de observações 

singulares. Por isso, abandona-se o índice temporal k quer nas observações quer nos símbolos da fonte. 

 

No critério MAP (máximo a posteriori) a decisão é feita com base nas probabilidades a posteriori 

(e.g. [Tree68-Sec.1.2]). Estas podem ser vistas como um “refinamento” das probabilidades a priori 

das M classes, p(i). A detecção será dada por 

 )(max yP i
i




. (C.1) 

Fazendo uso da fórmula de Bayes sabe-se que 

 
)(

)()(
)(

yp

Pyp
yP ii

i


     ,  i=1, , M (C.2) 

onde  iyp   é a função de verosimilhança do sinal recebido, y, condicionado pela emissão . p(y) é a 

fdp do sinal sobre todo o espaço de classes do sinal, i.e.: 

 



M

i
ii Pypyp

1

)()()(  . (C.3) 

O denominador de (C.2) não depende de , logo não desempenha qualquer papel no problema de 

maximização; é apenas um factor de escala. 

Considere-se agora o problema binário, definindo as hipóteses: 

 








12Hip.

11Hip.




 (C.4) 

Pelo critério MAP, a decisão traduz-se em escolher Hip. 1 ou Hip. 2 da forma: 
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 (C.5) 

A abordagem bayesiana permite também escrever 
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Finalmente, definindo uma razão de verosimilhança 
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a decisão (C.5) é simplesmente 

 








1se2Hip.

1se1Hip.

ML

ML




 (C.8) 

Ou, usando 

 log ML = 
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(C.8) fica 
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Na Figura C.1 mostram-se as funções de verosimilhança num caso binário gaussiano em que existe 

equiprobabilidade das classes: P(i)=0.5. Em geral, p(y) seria a soma das duas funções de 

verosimilhança afectadas pelas probabilidades P(i), tal como expresso em (C.3).  

 

 

Figura C.1: Exemplo de funções de verosimilhança num problema de 
detecção binária; caso gaussiano. 

P(y|=0) P(y|=1) 

ML óptimo 
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Num caso binário equiprovável, o classificador de máximo a posteriori (MAP) degenera numa 

detecção de máxima verosimilhança (ML – maximum likelihood). Usando esse critério, pode-se 

escolher, por exemplo o sinal “1”, simplesmente com base em  

 )0()1(   ki yPyP . (C.11) 

O critério de máxima verosimilhança pode ser interpretado como a procura do valor  que melhor 

explica a observação y. É interessante notar que o critério de máxima verosimilhança é o caso 

particular dum classificador MAP em que o conhecimento a priori é nulo, ou seja: 

 0
)(








p
. (C.12) 



 152 

 

 

 



Anexo D – Detecção de sequências 

 153

 

Anexo D  

Detecção de sequências 

“O problema do menor-caminho ... pode ser resolvido de forma muito simples 

(...) da seguinte forma: Construa um modelo de corda da rede de deslocações 

onde os nós representam cidades e os comprimentos das cordas representam 

distâncias (ou custos). Pegue no nó “Los Angeles” com a sua mão esquerda e o 

nó “Boston” na direita e afaste-os. Se o modelo ficar baralhado, desate e reate os 

nós até o que o emaranhado esteja resolvido. Eventualmente, um ou mais 

caminhos surgirão bem estendidos – eles constituem caminhos de menor distância 

alternativos. (...) Será bom nomear os nós uma vez que após uma ou duas 

utilizações do modelo as suas identidades serão facilmente confundíveis.” 

(G. J. Minty, “A comment on the shortest-route problem”, Operational 

Research, vol. 5, p. 724, Oct. 1957)1 

 

Neste anexo faz-se um enquadramento do problema para o qual o algoritmo de Viterbi fornece 

solução: a detecção, em ambiente com AWGN, de sequências ou estados de cadeias de Markov 

usando o critério MAP. 

D.1– Definição do problema 

Um processo estocástico discreto possui carácter markoviano quando a estatística dos estados Sk é 

tal que 

 )(),,,( 1110   iiii SSPSSSSP  . (D.1) 

A expressão (D.1) reflecte o caso particular de um processo de Markov de primeira ordem. 

Um processo observado indirectamente após uma função que poderá retirar o carácter markoviano 

às observações yi cai no âmbito dos modelos de Markov não observáveis (HMMhidden Markov 

                                                      
1 Tradução do original citado em [Forn73]. 
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Models) [DePH93-Sec. 12.2]. A função referida “esconde”2 o modelo verdadeiro que se pretende 

detectar. A sequência S de estados Sk não é observável directamente, mas afecta a sequência dos 

acontecimentos observados. Na Figura D.1 o primeiro bloco corresponde à extracção de parâmetros do 

modelo, o segundo é o modelo da dinâmica e o último bloco é o modelo das observações. 

 

Selecção do
modelo

Geração da sequência de
estados

Geração da sequência de
observações

yS

 

Figura D.1: Modelo de Markov não observável. Assinalam-se as sequências 
não observáveis directamente (adaptada de [Marq99]). 

Diz-se que os HMM são autómatos estocásticos de estados finitos pois existe um processo 

estocástico associado a cada estado. 

Sendo {0, 1,, S-1} os S estados possíveis, as probabilidades de transição entre eles, )( 1kk SSP , 

podem ser escritas na matriz de transições: 
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A
 . (D.2) 

Quando as VA’s do processo markoviano tomam apenas valores discretos, o processo denomina-se 

uma cadeia de Markov (CM) [Marq99-Sec.6.4.3, Seba98-AnexoH]. 

Considere-se uma CM M-ária de ordem K. Um processo deste tipo é modelizado com um “registo 

de deslocamentos” com K posições de memória, como o representado na Figura D.2. 

f() Canal

...

i-1


i

i-2

y
k

i-3


i-4

...


i-5




k

i-K  

Figura D.2: Modelo duma CM gerada num “registo de deslocamento” de 
dimensão K+1, observada após uma função f() e um canal sem memória. 

                                                      

2 Por isso o nome em inglês hidden markov model. 
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Em cada instante k, o estado Si é definido por K+1 símbolos dum alfabeto M-ário. Os estados e as 

transições, k, são respectivamente: 

 ),,( 1 KiikS     (D.3) 

 ),,,( 1 Kkkkk    . (D.4) 

O número de estados é pois 

 KMS   (D.5) 

e o número de transições é =MK+1 uma vez que estas dependem do valor da entrada actual, k. 

O conhecimento das sequências das transições, τ , é equivalente ao conhecimento da sequência de 

estados percorridos, S e vice-versa. Existe a seguinte relação biunívoca entre os dois blocos destacados 

na Figura D.1: 

 ),( 1 iik SS  . (D.6) 

Em cada troço da treliça (i.e., na treliça condensada) o número de transições possíveis é   S.2
. O 

máximo, S.2, obtém-se quando cada estado pode transitar para qualquer outro com probabilidade não 

nula. 

D.2– Solução MAP 

Pelo critério de máxima probabilidade a posteriori (MAP), a sequência detectada, )ˆ(ˆ lαα  , é dada 

pelo classificador 

 )(max)( )(

todas

)ˆ(

)(
yαyα

α

ll PP
l

  (D.7) 

onde (l) é uma das possíveis sequências transmitidas e y é a sequência observada. 

Dadas as relações (D.3) e (D.6), que relacionam os bits de informação com os estados e com as 

transições, o critério é equivalente a 

 )(max)ˆ( )(

todas )(
yτyτ lPP

l
  (D.8) 

sendo )ˆ(ˆ lττ   a sequência de transições detectada. 

Pela regra de Bayes, (D.8) é também 
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 )()(max)ˆ( )()(

todas )(

ll PPP
l

ττyyτ


 . (D.9) 

A aplicação do critério na detecção de cadeias de Markov não é tão simples quanto no caso da 

detecção binária (Anexo C). A detecção de cadeias de Markov após Ns símbolos observados, envolve a 

selecção de uma sequência entre sNM  possíveis quando os símbolos observados pertencem a um 

domínio M-ário. 

Em canais sem memória, as observações yi são afectadas pelo canal de forma independente, sendo 

possível escrever (abandonando o índice l) 
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kk yPyPP
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)()()( τy . (D.10) 

Em (D.10) considerou-se uma sequência de Ns observações yi, cada uma com n símbolos. A 

generalização para sequências de dimensão infinita faz-se com Ns=. 

Sendo o modelo do processo uma CM, a probabilidade de uma sequência particular é 
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iPP
1

)()( τ . (D.11) 

Quando os factores )( kjkjyP   de (D.10) assumem valores reduzidos, podem surgir problemas 

numéricos que introduzem erros. Além disso, implementar uma soma é mais fácil que um produto. 

Assim, é preferível trabalhar com funções de verosimilhança logarítmicas, vindo 
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)()(log)()(log)( τ . (D.12) 

Tem-se agora um problema de minimização dum custo dado por . Note-se que as sequências de 

probabilidade nula têm um custo infinito. Uma técnica que fornece uma solução para o problema geral 

descrito é a Programação Dinâmica. Nesta solução abstracta ir-se-á reencontrar a noção de distância, 

tal como introduzida na Secção 2.2.1. 

D.3– Programação Dinâmica 

A Programação Dinâmica (PD), permite encontrar o caminho de menor custo entre dois estados 

pertencentes a um espaço de estados m-dimensional [Marq99-Sec.6.3]. 

Por exemplo, sendo os estados bidimensionais (m=2) Si=(ii,ji), define-se a distância incremental (cf. 

Secções 2.2.1 e 3.1.3) associada às transições entre os estados Si e Si-1 como (ver Figura D.3): 
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 ),(),,( 11  iiiii jijiD . Sendo Dmín(ii,ji) a distância desde o estado (0, 0) até ao estado (ik, jk) através do 

melhor caminho, prova-se que [DePH93-Sec.11.2, Marq99-Sec.6.3]: 

   ),(),(),(min),( 1111min
),(

min
11

 


iiiiiii
ji

ii jijiDjiDjiD
ii

 (D.13) 

o que permite inferir que podemos encontrar o percurso óptimo expandindo um sub-caminho óptimo. 

Note-se que um sub-caminho que não fosse óptimo implicaria a existência doutro sub-caminho de 

custo menor entre esses dois estados. Esse percurso tornaria ao caminho total com um custo inferior, 

provando que o inicial não era o óptimo. 

A propriedade (D.13) está na base do AV. Este é uma forma estocástica de programação dinâmica 

uma vez que os custos atribuídos às transições entre estados são entidades com uma parte pré-

conhecida (matriz A) e uma parte estocástica dependente da observação. 

Na Figura D.3 mostra-se um exemplo dum resultado final após a procura do caminho de menor 

custo entre dois estados havendo Ns iterações entre eles e S estados possíveis. O exemplo não é geral; 

aplicou-se uma restrição que aproxima a PD do caso particular que se pretende descrever: o algoritmo 

de Viterbi. Na realidade, a Figura D.3 não é mais que a procura dum caminho óptimo no grafo de uma 

CM. 
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Figura D.3: Ilustração dum percurso óptimo obtido por PD. Mostra-se um caso 
em que só se permitem transições da forma: (k,Sk) (k+1,Sk+1). 
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Anexo E  

O algoritmo de Viterbi 

 

Neste capítulo formula-se o algoritmo de Viterbi realçando os aspectos que têm implicação na 

descodificação de CPM proposta no trabalho. Abordam-se os aspectos de implementação em software 

e hardware. O algoritmo é exemplificado no âmbito da codificação de canal. 

E.1– Considerações gerais 

Na sua apresentação, em 1967, o algoritmo surgiu como uma solução para a descodificação de 

códigos convolucionais. Note-se que, apesar dos códigos convolucionais terem sido sugeridos em 

1955 por Elias [Elia55], em 1967 a abordagem da codificação convolucional com diagramas de 

transições entre estados (grafos ou treliças) ainda não estava divulgada. Andrew J. Viterbi apresentou 

o algoritmo de uma forma apenas simbólica e de difícil interpretação [Vite67]. A introdução de 

treliças a partir de 1969 aclarou o carácter bastante intuitivo do algoritmo. 

O AV recolhe contribuições de várias áreas, tal como se mostra na Figura E.1. Poder-se-á 

reconhecer que o algoritmo é uma instância da técnica de Programação Dinâmica (ver D.3) uma vez 

que podemos defini-lo como um problema de minimização de uma distância (custo ou métrica) num 

domínio de transições possíveis duma cadeia de Markov. 

 

Algoritmo de
Viterbi

Programação
Dinâmica

Modelos de Markov Não Observáveis

Teoria da
Detecção

Processos Discretos
(Cadeias de Marcov)

 

Figura E.1: Enquadramento do algoritmo de Viterbi. 

O AV encontra aplicação em muitos outros domínios para além da descodificação de canais 
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digitais. São exemplo a desmodulação de sinais CPM ou de resposta parcial, anulação da interferência 

inter-simbólica (ISIintersymbol interference) [Haye02, Forn73] ou mesmo no reconhecimento de 

fala contínua [NeOr99, DePH93-Sec.12.2]. 

E.2– Explicitação do algoritmo 

O Algoritmo de Viterbi realiza uma descodificação directamente baseada na treliça, usando um 

critério MAP. Consiste num processo recursivo que evita a necessidade de considerar todos os 

trajectos possíveis no grafo para comparação com a sequência recebida. O processo de eliminação é 

feito à medida que a sequência é recebida. Em cada instante i o AV escolhe para cada um dos S 

estados qual o percurso de menor custo3 que termina nesse estado. Todos os caminhos que, no instante 

i, chegaram a Si mas que não são o de menor custo são eliminados. Reduz-se assim o número de 

percursos possíveis em i+1 de S2 (no máximo, isto é, quando todos os estados são pontos de chegada e 

de partida de transições) para apenas S percursos. Estes constituem os novos estados de partida no 

instante i+1. Após a obtenção da estimativa da sequência τ , o conhecimento de S e  é imediato; 

dado por (D.6). Em cada ciclo fazem-se os seguintes procedimentos (ver também Figura E.2): 

1- Calculam-se as distâncias da observação yi às S 2 transições possíveis, definindo-se assim os 

custos das transições; 

2- Para cada um dos estados calcula-se o custo acumulado somando os custos (métricas) das 

transições, (b), aos custos (métricas) acumulados, (Si); 

3- Memorizam-se apenas, para cada estado, o menor custo final acumulado bem como o 

percurso correspondente sobrevivente, )(ˆ
kSS . 

Quando as métricas acumuladas ultrapassam um certo valor limiar em todos os ramos, deve 

proceder-se a uma renormalização das mesmas. Isso não altera a decisão pois o passado dos percursos 

já é conhecido. 

A dimensão da memória necessária cresce linearmente com o número de estados e de forma 

exponencial com a ordem da cadeia de Markov, K, como se viu na expressão (D.5). A dimensão dos 

percursos memorizados cresce com o tamanho da sequência recebida. A necessidade de armazenar 

todos os percursos sobreviventes, assim como o seu custo, é incompatível com uma memória 

fisicamente limitada. A memória torna-se o principal componente limitador da implementação quer 

em hardware quer em software do AV. 

                                                      

3 Também se designa por peso ou comprimento. Em codificação de canal com decisão rígida é identificável com 

o peso de Hamming do padrão de erros estimado em cada uma das  transições. 
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Verifica-se que os estados passados tendem a convergir num só percurso quando se olha para o 

passado dos estados sobreviventes na treliça. Por isso, em vez de se fazer a detecção no final da 

sequência (em i=Ns), é usual efectuar em cada instante i a decisão do símbolo i-. Como precaução, é 

tomado o símbolo armazenado no percurso de maior métrica. Se  for suficientemente elevado, a 

degradação da detecção não é grande devido à convergência referida. Um valor de =4 ou 5 é, no 

caso da descodificação de canal, suficiente para que uma detecção próxima da óptima, feita com =Ns 

[Skla88-Sec.6.3.4]. Para CPM, os valores de  foram dados na Tabela 3.3. Em qualquer caso, deverá 

ter-se sempre  > dmín. Com o “artifício” descrito, a memória passa a ter a dimensão M 
K. O valor de 

 pode ser minimizado se a decisão recair sobre o símbolo mais antigo do caminho de métrica menor 

até esse instante. 

  

Memória: 

i   índice do tempo discreto 

)(̂
i
SS , SSk 1   percurso sobrevivente que termina em Si 

)(
b
   custo (métrica)de uma transição 
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i

S , SS
i
1   custo (métrica)acumulado(a) do sobrevivente 

 

Inicialização: 
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Iterações (i=0, , Ns): 

Calcular )()(),(
1

bSSS
iiii

Λ+Γ=Γ
Δ

+
, para todas as transições 
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11 
  para cada Si+1. 

Para cada 
1i

S  guardar )(
1


i

S  e o respectivo sobrevivente )(̂
1i

SS . 

Figura E.2: Descrição do algoritmo de Viterbi. 

É possível substituir a métrica   por um valor associado a um determinado intervalo limitado 

(ou não, no caso dos extremos) resultante duma quantificação do domínio das métricas. Isso é quase 

sempre implementado em codificação de canal binária, sendo 8 o valor típico para o número de 

segmentos. A este processo chama-se decisão suave, em oposição ao método em que a métrica é 

armazenada de uma forma binária, denominado por decisão rígida. Em CPM não é possível fazer uma 

MLSD baseada em decisões rígidas pois não é possível usar como métrica uma distância de Hamming 

(Anexo B), mas apenas a distância euclidiana.
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E.3– Exemplo de aplicação 

Considere-se o codificador de canal, do tipo convolucional, descrito na Figura E.3(a). Este 

codificador é pois um caso particular do modelo geral das cadeias de Markov (Figura D.2). 

Os percursos possíveis obtêm-se facilmente do diagrama de estados da Figura E.3 (b), equivalente 

à treliça da Figura E.4(a). 
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Figura E.3: Código convolucional (2,1). 
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Figura E.4: Treliças condensada e detalhe de um caso de descodificação com o AV. 

 

Na Figura E.4(b) apresentou-se em pormenor a contabilização dos custos na transição entre a 

quarta e quinta iterações do exemplo da Figura E.5. A identificação das transições nas Figuras E.4 e 

E.5 é a que foi estabelecida na Figura E.3(b). 

É de salientar que na descodificação de canal, o custo acumulado de caminho dá a informação do 

número de erros que ocorreram durante o mesmo, como se pode verificar na Figura E.5. 

(a) Codificador (b) Diagrama de estados 

(a) Treliça condensada do código (2,1) 
da Figura E.3 

(b) Detalhe na transição k=4 k=5 
destacada na Figura E.5 
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Figura E.5: Exemplo da descodificação de uma sequência usando o código 
convolucional (2,1) da Figura 4.2.  

E.4– Aspectos de implementação 

Quando os símbolos de α  são binários (m=2), a cada estado Si apenas podem corresponder dois 

estados Si+1. Geralmente podemos isolar 2K-1 conjuntos de estados que possuem transições apenas entre 

elementos desse conjunto tal como se indica na Figura E.6. 

 
),( 11 II

F
1

),( 22 II

),( 21 II

),( 12 II

F2

I1

I2

 
Figura E.6: Transições entre os estados de um conjunto elementar de uma 
cadeia binária. Inestados iniciais; Fnestados finais. 

Essa separação permite a realizar o AV recorrendo a um conjunto de blocos elementares que 

implementem em hardware ou software um conjunto de operações básicas. Esse conjunto é 

apresentado na Figura E.6 para o caso particular duma CM de 4 estados como a considerada em E.3. 

Um outro aspecto de implementação a referir é o sincronismo de transições. Quando as 

observações yi são compostas por n símbolos, torna-se necessário conhecer as fronteiras entre 

observações. Essa tarefa é realizável sem necessidade de informação adicional. Pode ser feita 

controlando o ritmo de crescimento dos custos dos percursos, R, ou a taxa de convergência do 

passado dos estados sobreviventes, xR ˆ  [Skla88,Sec.6.3.5]. Quando estes valores passam por um 

limiar pré-definido, declara-se que há falta de sincronismo. Obviamente, a R deve-se associar um 
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limite superior e a xR ˆ  um limite inferior. 

Para facilitar a escolha do último ramo do sobrevivente, interessa que o último estado seja 

conhecido. Para tal usam-se sequências da forma 

 )0,,0,,,,,0,( 10  KN s 
 α  (E.1) 

que conduzem ao um estado final em i=Ns+K com K zeros no registo (estado ‘0’). Assim, para além da 

redundância contabilizada na razão do código, , definida em (3.28), existe a adição desta cauda  

 

COMPARA

)( 2I

)( 1I

Escolhe o
menor

+

COMPARA

Escolhe

+

+

+

Escolhe
)(ˆ

1IS

)(ˆ
2IS

)( )1(

1

 iI

)( )1(

2

 iI

)(ˆ )1(

1

iIS

)(ˆ )1(

2

iIS

iŜ
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Figura E.7: Processamento do AV no caso binário (adaptada de [Forn73]). 

E.5– Considerações gerais 

O AV só pode ser usado quando o processo a detectar for identificável com uma cadeia de Markov. 

Caso contrário não seria possível definir uma treliça estacionária (mesmo que periódica). Um dos 

pontos essenciais que permitem a aplicação do algoritmo é o facto de as transições possíveis serem 

sempre as mesmas em cada intervalo. 

Uma grande vantagem do AV é a complexidade do problema não crescer de forma exponencial 

com o comprimento da sequência recebida. Porém, a dimensão da memória necessária cresce de forma 

exponencial com a ordem da cadeia de Markovcf. (D.1). A redução da complexidade relativamente 

(a) Unidade básica de processamento (b) constituição do bloco total para o 
caso de M=2K=4 estados 
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a uma descodificação de máxima verosimilhança exaustiva deve-se à eliminação de certas sequências 

que não poderiam ser candidatas a ser a “sequência mais verosímil”. Em cada instante só estão 

armazenados M percursos, terminando cada um num dos M estados. 

O AV não é sempre a melhor solução. É pouco adequado para a detecção de cadeias de Markov de 

ordem elevada. Em codificação de canal, é preferível usar a descodificação sequencial para a 

descodificação de códigos longos (K elevado), caracterizados por um maior ganho assimptótico. 
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Anexo F  

Aspectos de simulação 

 

Neste anexo descrevem-se alguns aspectos da implementação em software do sistema estudado. As 

três primeiras secções abordam aspectos formais do uso do equivalente passa-baixo e a última justifica 

a base usada na modulação RF. 

F.1 – Equivalente passa-baixo 

Sendo 

  )2exp()(Re)( tfjtxtx cpb   (F.1) 

o sinal equivalente passa-baixo (EPB) é o complexo 

 )()()( txjtxtx pbQpbIpb  . (F.2) 

Como 

 )2(sen)2cos()2exp( 0 tfjtftf cc     (F.3) 

substituindo (F.2) e (F.3) em (F.1) tem-se 

 )2(sen)()2cos()()( tftjxtftxtx cpbQcpbI   . (F.4) 

Também se pode escrever a envolvente complexa como 

 
 )(arg

|)(|)(
txj

pb
pbetxtx   (F.5) 

ou seja, um vector complexo, fixo na origem, de amplitude e fase variável. 

A expressão (F.1) pode ser escrita na forma 

  )2exp()()2exp()(
2

1
)( tfjtxtfjtxtx cpbcpb     (F.6) 
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onde 

pbx  é o complexo conjugado de xpb. 

Aplicando as propriedades da Transformação de Fourier, o espectro de x(t) é  

  )()(
2

1
)( cpbcpb ffXffXfX   . (F.7) 

Verifica-se que o EPB descreve o processo passa-banda sem perda de informação. O espectro do 

equivalente em banda de base preserva a forma espectral do sinal original à parte dum factor de escala. 

Na verdade existe um isomorfismo entre x(t) e xpb(t). 

A utilização do EPB permite a análise de sistemas lineares definidos também nesta forma 

equivalente. No domínio do tempo um sistema é completamente caracterizado pela sua resposta 

impulsional 

 )()()( thjthth pbQpbIpb   (F.8) 

relacionada com a resposta impulsional passa-banda por: 

 )2(sen)(2)2cos()(2)( tfthtfthth cpbQcpbI   . (F.9) 

A saída dos sistemas é obtida então a partir de 

 )()()( txthty pbpbpb   (F.10) 

A análise apresentada pressupõe sempre que fcTs>>1, ou seja, 1
s

c

R

f
. 

F.2 – Equivalente passa-baixo via transformada de Hilbert 

A transformada de Hilbert (TH) de um sinal obtém-se pela convolução do mesmo com a resposta 

impulsional hH(t)=1/(t),-<t<, não causal. Assim, a sua realização física não é possível. No entanto 

pode ser aproximada numa gama limitada de frequências. A TH tem como efeito espectral a seguinte 

modificação (ver Figura F.1), definida em termos da sua TF: 

 )()sgn()(ˆ fXfjfX  . (F.11) 
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f
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-j
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Figura F.1: Factor multiplicativo da transformada de Hilbert no domínio da frequência. 

O resultado da aplicação da TH pode ser visto como uma rotação de 90º de fase de todas as 

frequências do sinal inicial. A sua dupla aplicação resultará naturalmente no resultado: )()(ˆ̂ txtx  . 

Para obter o EPB é útil definir a envolvente prévia [Fran69-p.80] 

 )(ˆ)()( txjtxtxpe  . (F.12) 

Como a TH não altera a norma, xx ˆ , então 

 xxpe 2 . (F.13) 

A TF desta pré-envolvente é 

 









0,0

0,)(2
)()sgn()()(

f

ffX
fXfjjfXfX pe  (F.14) 

Relembrando que x(t) é um sinal real modulado (espectro simétrico em torno de +fc e fc), o EPB 

obtém-se fazendo a translação 

 )()( cpepb ffXfX   (F.15a) 

 )2exp()()( tftxtx cpepb  . (F.15b) 

O sinal real pode ser gerado a partir do EPB através da translação inversa e da supressão da parte 

imaginária, i.e., da TH adicionada em (F.12). 

 )}2exp()(Re{)( tftxtx cpb  . (F.16) 

Note-se que o factor de escala presente em (F.6) e (F.7) continua implícito nesta formulação, 

surgindo em (F.14). 
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F.3 – Sobre a base escolhida 

A base ortonormada usada na tese como suporte dos ramos I e Q do sinal é  

  t
T

t c

s

 cos
2

)(1   (F.17a) 

  t
T

t c

s

 sen
2

)(2  . (F.17b) 

Em modulações de fase e quadratura esta base é útil porque permite escrever: 

 tj

pbQpbI
cexjxtx )()(  . (F.18) 

À parte as constantes normalizadoras da energia dos sinais (F.17), há a realçar o sinal “”de 

(F.17b). Este permite que, quando a existe uma formatação PAM nos ramos (e.g QPSK), a polaridade 

dos bits do ramo Q do EPB se mantenha igual à do sinal original em banda modulada. 

Repare-se que: 

  tj

pbQpbI
cejxxtx )(Re)(  = 









 tj
j

pbQpbI
ceexx 



)(Re 2  

 =











)(Re 2





tj

pbQ

tj

pbI

c
c exex = 










2
cos)cos(


 txtx cpbQcpbI  

 = )(sen)cos( txtx cpbQcpbI   . 

ou, de outra forma: 

  tj

pbQpbI
cejxxtx )(Re)(  =   )(sen)cos()(Re tjtjxx ccpbQpbI    

 =   )(sen)(sen)cos()cos(Re txtxtxjtx cpbQcpbIcpbQcpbI    

 = )(sen)cos( txtx cpbQcpbI   . 
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Anexo G  

Funções de Walsh 

 

Este anexo mostra as características principais das funções de Walsh. Estas são vistas como sendo 

uma formatação binária antipodal das palavras de um código de blocos, aproveitando-se a essa 

característica para mostrar a sua ortogonalidade. 

G.1 – Formas de construção 

As funções de Walsh resultam da aplicação de uma formatação binária antipodal a um código de 

blocos cujas palavras são as linhas de uma matriz de Hadamard (e.g. [Proa01-pp.424]). Esses códigos 

são conhecidos como códigos de Hadamard-Walsh. 

Em codificação de canal por blocos, a relação entre as palavras de código (blocos codificados ), 

a={a1, a2,,an}, e os blocos de informação associados, b={b1, b2,,bk}, é definida por uma matriz 

geradora, sendo: a=bG. n é o número de símbolos das palavras de código e k o número de bits da 

palavra de informação associada. 

Os códigos de Hadamard-Walsh são códigos de blocos lineares de estrutura (n=2k, k) e cujas 

matrizes geradoras verificam a relação recursiva 
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1...110...00
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k
GG

G  (G.1) 

para k2, sendo  101 G . 

Representando por Wk a matriz 2k2k constituída pelas 2k palavras de código de dimensão 2k, é fácil 

mostrar que 
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Aplicando uma formatação binária antipodal, obtêm-se então F=2k funções de Walsh: 
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Cada função wF,n(t) possui n=2k símbolos formando a sequência wF,n=[wn1, wn2,,wnj,,wn2k]. 

O mecanismo de derivação das funções de Walsh é normalmente a apresentado através de uma 

estrutura em árvore como a da Figura G.1. 
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Figura G.1: Árvore de geração das palavras de um código de Hadamard-Walsh. 

Para além da formulação no domínio dos códigos de canal e das árvores de geração, existe uma 

outra via para apresentar a construção das funções de Walsh em que são obtidas através do produto de 

funções rectangulares com diferentes frequências1 (chamadas funções de Rademacher  ver [Mart99]). 

G.2 – Ortogonalidade 

A demonstração da ortogonalidade das funções de Walsh é mais fácil neste contexto, isto é, 

considerando-as como palavras de um código de blocos. A demonstração passa por ver que 





F

j
jnnj ww

1

)( = 0 para quaisquer sequências nn ww  . 

 

                                                      
1 No sentido de número de transições por unidade da variável do domínio. 

(a) Caso geral (omite-se o 2º 
índice das palavras) 

(b) Primeiras 4 funções 
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Sendo a uma palavra de código, então 

 




 

kn

j

jnnjnn aa
2

1

)(|| aa  (G.4) 

é o peso de Hamming da soma módulo 2 de duas palavras de código. 

Sabe-se que todas as palavras de código têm peso /2 (lembre-se que  é a dimensão das palavras 

de código; distinto do índice n das funções de Walsh). Por o código ser linear, nn  aa  Wk (é uma 

palavra de código). Estes factos permitem escrever 

 122/|| 
  k

nn aa , para nn  . (G.5) 

A conversão 0/11/+1 corresponde a ter-se wij=2aij1 e logo 
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Substituindo (G.5) em (G.6), vem 0
2

2)(
2
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k

j

jnnj ww . A conclusão da ortogonalidade das 

wi(t) extrai-se agora facilmente: 
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j
jnnjs wwTF  nn ww   para nn  .  Q.E.D.  (G.7) 

G.3– Transformada de Walsh 

Um sinal contínuo pode ser expresso em termos da sua transformada de Walsh, XW(n), através de 
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 (G.8) 

Um sinal x(t) descrito por 2k pontos, separados por Ta segundos, é descrito em função da sua 

transformada discreta de Walsh (TW2), XW[n], na forma 

    













12

0 2

k

n a

knW
T

t
wnXnx  (G.9) 

                                                      
2 Simplificou-se a notação, subentendendo-se a referência à transformada discreta. 
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O vector XW[  ] representa os coeficientes das funções de projecção wn(t), por ordem crescente. Tal 

como na TF, o primeiro elemento representa a componente contínua do sinal. Deve notar-se que a TW 

é simplesmente uma operação matricial: 

       x
F

xX kW W
1

}{TW  (G.10a) 

        Wk XXx W-1TW . (G.10b) 

A implementação destas operações implica N 2 adições e subtracções, embora este número possa 

ser reduzido para N log2N [Mart99-p.104]. 
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Anexo H  

Medição do desempenho 

 

Neste anexo pretende-se mostrar qual o rigor dos resultados apresentados para o desempenho dos 

sistemas simulados. 

H.1– Estimação por intervalos 

Sobre uma amostra de Ne eventos observados, {x1,x2,…xNe}, define-se: 
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Como se desconhece o desvio padrão X, usa-se a variância da amostra, 2

Xs ,como estimador. 

É possível relacionar a variância de X  com a variância desconhecida 2

X . Usando (H.1), tem-se 
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Para um valor esperado T desconhecido, a VA 
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 (H.4) 

tem uma distribuição tn-1 [Ross87-p.152]. 

Para amostras independentes e identicamente distribuídas (i.i.d.), T tem uma distribuição Normal 

unitária N(=0,=1) quando Ne. Note-se que tn-1N(=0,=1) quando Ne aumenta [Ross87-

Sec.8.2]. Os resultados apresentados no Capítulo 5 foram sempre obtidos em condições deste tipo (Ne 

elevado). 
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Definindo por z os limites de integração da distribuição gaussiana que conduzem a uma 

probabilidade (1-da VA T estar em [zz], essa probabilidade é

     1zTzP = 



















1
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1 2

d
z

z

. (H.5) 

Em termos da variável em estudo, X, quando tn-1N(0,1), o intervalo de confiança, usando (H.4), é 

 IC=
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X

e
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N

s
zx

N

s
zx  , . (H.6) 

O número de erros netem uma distribuição binomial [JeBS00, p.689] (ver exemplo na Figura H.1). 

Logo, o estimador da probabilidade de erros bP =ne/Ne tem também uma distribuição binomial, sendo 

 eee nNne

e pp
n

N
pnP 








 )1(),(          , ne=0,1,...Ne. (H.7) 

Então, se Pb0 (caso sem ruído) quando Nb, a distribuição pode ser aproximada pela de 

Poisson de parâmetro P dado por  

 PbbN PN
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lim . (H.8) 
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Figura H.1: Exemplo de uma fdp binomial com Ne=12. 

Quando existe ruído adicionado aos sistemas tem-se Pbcte quando Nb. Nestes casos, bP  tende 

para uma função densidade de probabilidade gaussiana com: 

ne=0 

ne=1 ne=9 

ne=2 ne=4 
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 (H.9) 

Considerando x E[Pb] e 2

Xs var[Pb], estamos no caso da secção G.1. 

Como se vê em (H.8) a variância de Pb diminui com o número de bits Nb. Isto é, o intervalo de 

confiança para Pb é tão mais estreito quantos mais eventos se analisarem. 

H.2– Método de Monte Carlo 

O método usado para a estimação da BER foi o método de Monte Carlo1 [JeBS00-Sec.11.2.3], 

(Figura H.2). O método possui aplicações em variadas áreas científicas [Duar96]. A probabilidade de 

erro estimada após a simulação de Nb bits2, quando se observaram ne erros na sequência de erros , é 
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Figura H.2: Esquema geral do Método de Monte Carlo. 

 

O intervalo de confiança a 100·(1-)% é definido através de [JeBS00-p.691]: 

 

                                                      
1 É o nome de um arquivo secreto do projecto Manhattan (projecto da bomba atómica dos Aliados na 2ª Grande 

Guerra em Los Alamos, EUA) e uma referência aos jogos de sorte dum casino famoso [Duar96]. 
2 Nb é, neste caso específico, o número de eventos, Ne. Trata-se de uma particularização. Ambas as variáveis já 

tinham sido definidas. 
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Tendo em atenção as ordens de grandeza das variáveis, os limites do intervalo podem ser 

aproximados por 
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Este parâmetro é importante pois é relação entre o número de bits simulados e o número de bits nos 

quais se espera que ocorra um erro. 

Como de viu atrás, z obtém-se da equação integral (H.5) (ver Figura H.3). 
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Figura H.3: Integral da distribuição Normal unitária 
N(=0,=1) em função dos limites de integração [z , z]. 

Na Figura H.4 apresentam-se IC’s para 1- = 90%, 95% e 99%, obtidos através de (H.11). Note-se 

que essa figura representa os IC’s de uma forma independente do valor de   que define a BER, 

conforme (H.12b). Como seria de esperar, quanto mais exigente for o critério (0) maior terá de ser 

a dimensão Nb da amostra para se ter o mesmo IC. A largura do IC tende para zero quando Nb. 
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Figura H.4: Intervalos de confiança para uma taxa de erros Pb=10- estimada pelo 
método de Monte Carlo. Representação particular da expressão (H.11) com =10. 

H.3– Número de bits a simular 

Segundo a lei dos grandes números, quando Nb, Pb converge para a BER real do sistema. Para 

BER da forma 10n tem-se de (H.11b): Nb=10+n. 

Em [Pint98-Sec.6.2.4] mostra-se que, em condições de erros i.i.d., basta n=1 sendo o IC 

correspondente obtido na Figura H.4 para a abcissa Nb=10+1. 

No caso de os erros surgirem na forma de rajadas (salvas ou runs) de dimensão (m+1), o IC alarga-

se pois a variância de Pb aumenta de um factor (1+2m). O mesmo autor verificou que n=2 é suficiente 

para obter um IC a 95% com uma dimensão razoável ([ pp ˆ55.0,ˆ8.1 ]) quando Pb>10-4 e se têm salvas 

de erros com dimensão inferior a 10 bits. 
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Anexo I  

Validação das distribuições 

 

Apresentam-se aqui resultados que permitem concluir que as variáveis aleatórias (VA) geradas no 

simulador possuem as funções densidade de probabilidade (fdp) pretendidas quando se fizeram os 

testes ao receptor com os diferentes modelos de canal. 

O teste realizado foi dividido em duas partes: 

i) Construiu-se uma aproximação da fdp do gerador pseudo-aleatório, i.e., um histograma; 

ii) Como medida do desvio entre a estatística aproximada e a fdp da definição aplica-se o erro 

quadrático médio (EQM). 

Mostram-se as relações analíticas entre a distribuição gaussiana e as distribuições de Rayleigh e 

Rice de forma que a validação das últimas é imediata após a validação da distribuição gaussiana. 

I.1 – Construção das fdp 

O algoritmo consiste em fazer num primeiro passo um histograma de Ne eventos gerados para a VA 

X (x=0 e 2

x =1). Para ganhar definição da curva na zona em que assume valores mais elevados 

limitou-se a observação ao intervalo: janela=[ampmín, ampmáx]. Optou-se por contabilizar as 

ocorrências que caem fora da janela como sendo ocorrências no extremo mais próximo da mesma 

(embora o seu número seja desprezável). A janela de observação é subdividida num número ímpar de 

intervalos de dimensão I. Assim, no caso de fdp’s simétricas (caso da gaussiana e da uniforme) o 

intervalo central corresponde a   I I2 2 . A distribuição pX[n] obtém-se normalizando a I e Ne: 

    nsocorrência
NI

np
e

X

11
   ;  n=1, 2,, “Número de intervalos”. (I.1) 

I.2 – Erro quadrático médio 

O EQM entre duas funções é (e.g. [Carp93, Marq99]) 
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 dxxpxpEQM XX

2

21 )()(
21

. (I.2) 

O quadrado permite contabilizar os erros independentemente do seu sinal. O EQM é aplicado na 

forma dum somatório à fdp teórica discretizada, pX[xn], e à distribuição construída, p[n]: 

      
 


I IN

n

N

n
nXnX IInpxpEQM

1 1

22  . (I.3) 

Fez-se n o erro em cada ponto da análise e NI o número de intervalos na janela. A área de erro 

considerada em cada intervalo é a de um rectângulo: 

     npxpI XnXn  . (I.4) 

Como só se conhecem os valores da função pn em pontos discretos, optou-se por usar a informação 

analítica, pX(x), apenas nesses pontos xn (ver Figura I.1). 

 
Figura I.1:. Métodos de cálculo do erro. 

Verificou-se que a igualdade   1
1




IN

n
X npI  foi sempre verificada, isto é, as fdp’s têm integral 

unitário. Este era um resultado expectável atendendo ao modo como pX[n] foi construída. 

O Matlab indica sempre   0000,1
1




IN

n
g npI . Sabe-se porém que, devido à limitação da janela, 

estamos a cometer um erro  , função de ampmáx, dado por: 

 





max

min

)()(
amp

g

amp

g dxxpdxxp . (I.5) 

Em geral, o erro   pode ser menor alargando a janela, mas penalizando a definição. Em todos os 

casos tem-se sempre 

   1
1





IN

n
X npI . (I.6) 

I.3– Distribuição Gaussiana 

Uma estatística gaussiana é definida pela fdp: 

(a) Considerando g(x) constante 
dentro de cada intervalo I 
(método utilizado) 

(b) Conhecendo g(x) em pontos 
dentro de cada intervalo I. 
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    ,  - < x <  (I.7) 

em que g é a média e 2

g  a variância. Na Figura I.2 apresentam-se duas distribuições obtidas pelo 

método descrito sobrepostas à curva pg[n] e o erro entre os pontos obtidos e a curva teórica pg(x). 
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Figura I.2: Comparação da estatística obtida com a fdp gaussiana pg(x) para 
x[-4;4]. Os eventos podem pertencer a 111 intervalos diferentes (55+1+55). 

(b) Com 500103 eventos gerados;EQM=2.1110-5. 

P(x) 

x 

P(x) 

x 

(a) Com 50103 eventos gerados; EQM=2.2910-4. 
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O erro  é facilmente calculado usando a função de erro modificada Q() definida na Secção 2.2.1: 

 





max

2
max

2

2

1
2)(2

amp

y

dyeampQ


 = 6.334210-7 , com ampmáx=4 

 





max

2
max

2

2

1
2)(2

amp

y

dyeampQ


 = 5.73310-7 , com ampmáx=5. 

Na Figura I.3 apresenta-se a evolução do EQM para vários números de eventos, Ne. Observa-se que 

o EQM tende para zero. A partir de aproximadamente 100103 eventos podemos considerar que o erro 

relativamente à estatística gaussiana é desprezável. Torna-se evidente que o histograma tende para a 

distribuição gaussiana. 
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Figura I.3: Evolução do EQM entre a fdp obtida e a distribuição gaussiana 
pg(x) à medida que se aumenta o número de eventos considerados. 

Nesta secção estudou-se a estatística gaussiana de média nula (g=0) e variância unitária ( 2

g =1). 

A fdp com g e 2

g  arbitrários obtém-se por translação e multiplicação da distribuição estudada. Como 

essas alterações são realizadas independentemente da geração da VA, considera-se a fdp válida no 

caso geral. 
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I.4 – Distribuição de Rayleigh 

A distribuição de Rayleigh, definida por (5.9), é a fdp de uma variável representativa da amplitude, 

rr(t), de um vector de coordenadas dadas por VA’s gaussianas (x e y), num espaço euclidiano 

bidimensional: 

 22 )()( tytx(t)rr  . (I.8) 

Considerando a fdp gaussiana bivariável, GX,Y(x,y), com 22
yx   . A distribuição de Rayleigh, 

descreve a distância dum ponto fixo (excepto o centro) a um ponto qualquer dessa distribuição 

[CaCR02-p.344], dada por 
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XY

mxmxmxmx
yxG  (I.9) 

tal como se representa na Figura I.4. 

 
Figura I.4: Relação entre uma fdp de Rice e uma gaussiana bidimensional 
G(x,y) com variâncias iguais em x e y. 

O teste da variável de Rayleigh simulada não requer um número ímpar de intervalos no seu 

histograma, uma vez que não há uma simetria na fdp. Na Figura I.5 é possível observar o histograma 

da VA para o caso de 50103 e de 500103 eventos. É também apresentada a diferença em cada ponto 

entre o histograma e a fdp teórica, isto é, o erro que posteriormente é usado para o cálculo do erro 

quadrático médio. 

 

 GX,Y(x,y) 
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Figura I.5: Comparação da estatística obtida com a fdp de Rayleigh de 
variância unitária, para x[0,4.5]. Os eventos podem pertencer a 111 
intervalos diferentes. 

Na Figura I.6 mostra-se através do EQM a aproximação entre o histograma da VA de Rayleigh 

simulada e a sua fdp teórica. Foi também sempre comprovado que o somatório dos pontos do 

histograma da VA simulada era sempre unitário (lembre-se que os valores superiores ao limite da 

(a) Com 50103 eventos gerados; EQM=4.0310-4 

(b) Com 500103 eventos gerados; EQM=1.0310-4 

P(x) 

x 

P(x) 

x 
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janela representada são contabilizados como ocorrências do intervalo superior). Para as mesmas 

condições usadas para o teste da variável gaussiana, O EQM desta variável é ligeiramente superior. 
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Figura I.6: Evolução do EQM entre a fdp obtida e a distribuição de Rayleigh, 
rr(x), à medida que se aumenta o número de eventos considerados. 

Quando se gera o desvanecimento de Rayleigh o sinal produzido é complexo, notando que (I.8) 

pode ser a raiz de números negativos. Mostra-se que [Pars92-Sec.5.6] a distribuição da fase é uniforme 

em [-, ], ie: 

 










resto,0

,
2

1

)(



x

xpu  

Tal como para as fdp normal e de Rayleigh, as figuras seguintes permitem comprovar que também 

esta distribuição uniforme foi observada. Devido à existência de descontinuidades na distribuição 

pu(x), foi usado um número par de intervalos de forma a que a descontinuidade caísse precisamente 

numa transição de intervalos. 
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Figura I.7: Comparação da estatística obtida com a fdp uniforme pu(x) para 
x[-2, +2]. Os eventos podem pertencer a 110 intervalos diferentes. 

 

 

(b) Com 500103 eventos gerados;EQM=2.8810-5. 

(a) Com 50103 eventos gerados; EQM=2.1110-4. 
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Figura I.8: Evolução do EQM entre a fdp obtida e a distribuição uniforme, 
pu(x), à medida que se aumenta o número de eventos considerados. 

 



 190 

 

 

 



Anexo J – Espectro do sinal de RF 

 191

 

Anexo J  

Espectro do sinal de RF 

 

Apresentam-se aqui os processos de obtenção do espectro do sinal que chega a um receptor com 

mobilidade, segundo os três modelos mas divulgados. Nestes, o espectro depende fundamentalmente 

do modelo estatístico da direcção de chegada dos raios. 

J.1 – Decomposição em raios 

Num cenário de comunicações móveis, o sinal rádio que atinge um receptor pode ser visto como a 

soma de Nw ondas planas monocromáticas, cada uma de amplitude An, fase n (relativamente a uma 

referência arbitrária) e com ângulos de chegada n e n. Estas quatro grandezas consideram-se VA’s 

independentes. O receptor encontra-se em movimento, segundo uma direcção definida pelo ângulo  , 

com velocidade (Figura J.1) e está a uma altura z0 acima do plano x-y. Sendo Py a potência do sinal, 

a potência de cada raio é 

  
w

y

n
N

P
AE 2 . (J.1) 

x

y

z

Raio de chegada








z

0

 

Figura J.1: Definições geométricas para o n-ésimo raio incidente no receptor. 

Os sinais em fase e quadratura são respectivamente: 
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sendo a frequência angular de chegada, n, e a respectiva fase relativa, n, dadas por  

 )cos()cos(
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  )(sen

2 0 . (J.3b) 

Note-se que a frequência de desvio Doppler do n-ésimo raio é fn=n/(2As componentes I e Q 

são independentes e têm uma distribuição gaussiana com média nula e uma variância dada por (J.1). O 

campo total na recepção é 


wN

n
n ty

1

)( , sendo yn(t) o campo total associado à n-ésima onda. Em termos 

das componentes I e Q, o sinal é 

 y(t)=yI(t)cos(ct)+yQ(t)sen(ct). (J.4) 

J.2 – Espectros para E(t) 

O espectro do sinal de RF y(t) é dado pela TF da autocorrelação temporal E [y(t),y(t+)]. Usando as 

expressões (J.2) e (J.4), obtém-se [Pars92-p.116] 

 E [y(t)y(t+)] = E [yI(t)yI(t+)] cos(c) E [yI(t)yQ(t+)] sen(c) 

 = Ra() cos(c)  Rc() sen(c) (J.5) 

podendo-se demostrar (referência em [Pars92]) que as correlações Ra() e Rc() são 

   cos
2

)( E
P

R
y

a   (J.6a) 

   sen
2

)( E
P

R
y

c  . (J.6b) 

Assumindo que a probabilidade de chegada dos raios tem uma distribuição uniforme na horizontal 

(devido à propagação multi-percurso), i.e.,

 
2

1
)( p  (J.7) 
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as expressões para as correlações (J.6) ficam apenas função da distribuição angular vertical de chegada 

de raios, p(), e de fmax, o máximo desvio de frequência máximo (desvio de Doppler): 

 


 




 dpfJ
P

R
y

a )()cos2(
2

)( max0  (J.8a) 

 0)( cR . (J.8b) 

Representou-se por J0() a função de Bessel de primeira espécie de ordem zero. 

O problema do cálculo do espectro de y(t) reduz-se pois à obtenção de A( f )=TF{Ra()}. Este 

espectro varia conforme a distribuição de chegada de raios na vertical que é considerada. A mais 

simples, de Clarke, considera que os raios chegam apenas na horizontal. Aulin propôs uma 

distribuição quase uniforme entre dois ângulos fronteira, max. Fora desse intervalo a probabilidade de 

chegada de raios seria nula. Para evitar esta descontinuidade, pouco realista, Parsons propôs uma 

distribuição contínua [Pars92]. Estas três formulações e os espectros respectivos estão sumariadas na 

Tabela J.1.

Tabela J.1: Modelos para a fdp do ângulo de chegada dos raios ao receptor 
e os espectros de RF que esses modelos implicam. 

Modelo fdp vertical: )(p  Espectro: A( f )=TF [Ra()] 

Clarke )(  
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Obtém-se substituindo )(p  em (J.8a) e calculando 

essa correlação numericamente, assim como a sua TF. 

 

A aproximação de Parsons implica um espectro A( f ) obtenível apenas por cálculo numérico. É 

esse espectro que é usado neste trabalho no processo de filtragem do simulador de canal. 
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Nas Figuras J.3 e J.4 é possível observar graficamente a informação da Tabela J.1.

 

      

 

Figura J.2: Distribuições dos ângulos verticais de chegada dos raios ao 
receptor (adaptada de [Pars92-Sec.5.4]). 

 

 

Figura J.3: Espectros de RF associados a cada modelo (adaptada de 
[Pars92-Sec.5.4]). 

 

 

(a) Modelo de Aulin (b) Modelo de Parsons 
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Anexo K  

Software de simulação e edição 

 

As simulações foram realizadas em Matlab 5.3 em quatro PC’s com seguintes processadores: Intel 

Pentium III a 600 MHz, Intel Pentium III a 1 GHz, AMD Athlon a 1.4 GHz e um Intel Celeron a 

650 MHz (portátil). 

O processamento de texto foi realizado em Word 2000. 

Os gráficos teóricos foram realizados em Mathcad 6.0, Mathematica 4.0 e Excell 2000. 

Os esquemas foram criados no programa Visio 4.0. Usou-se o também PaintShopPro 6.0 na 

edição de algumas figuras. 
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